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Notations.

1. La factorielle de n € N est le nombre

| {1‘2 ''''' (n—1)-n sin#0
n! =
1

sin=0.

2. Soient n,k € N avec k < n. Le coefficient bindmial de n et k est le nombre

n n!
(k:) T K=kl

Il représente le nombre possibles de combinaisons de £ nombre distincts choisis parmi n.

Exercice 1.

a) Montrer, par un calcul direct, l’identité de Pascal, ¢’est-a-dire, Vn € N* et Vk tel que 1 < k < n,

(£ (:70)=(14)

b) Montrer, par récurrence et en utilisant le point précédent, que ¥n € Net 0 < k < n,

(Z) est un entier.

Solution.
. m+1)!
a) On a, en utilisant que m! = (m+1) ,
no) L (m) 2 n! 4 n!
kE—1 k] (k—=1D!(n+1—k)!  K(n—k)
B kn! n (n+1—Fk)n!
S kl(n+1-k)!  El(n+1—k)
_ (D!
CkKl(n+1-k)!

1)

P(n) : pour tout k € {0,1,...,n} le nombre (Z) est entier.

b) Définissons la proposition

On doit montrer que pour tout n € N, P(n) est vraie.
Ancrage : Pour n =0, la propriété a montrer est

P(0) : pour tout k € {0} le nombre <2> est entier.



Soit donc k = 0. On a alors,

0y _(0y_ o
k)~ \o) " oro—oy

Pas de récurrence : Soit n € N. Supposons que

qui est bien un nombre entier.

P(n): pour tout k € {0,1,...,n} le nombre (Z) est entier.

est vrai et montrons que

P(n+1): pour tout k € {0,1,...,n+ 1} le nombre <n—]i:- 1) est entier.

est vras.
Soit donc k € {0,1,...,n+ 1} quelconque. On distingue 3 cas :

Cas 1 :k=0.
On a alors,

<n+1>_ (n+1)! _

k Ol(n+1—-0)! ’

qui est un nombre entier.
Cas 2 : k=n-+1.
On a alors,

n+1) (n+1)! _
k Cn+D)!n+1-n—-1)! 7

qui est un nombre entier.
Cas 3:1<k<n.

On a alors, par l'identité de Pascal,
n+1 n n
Or, par hypothése de récurrence, vu que k,k —1 € {0,...,n}, on a

n n .
<k> et (k‘ - 1) sont des nombres entiers.

Vu que la somme de nombres entiers est un nombre entier, on a le résultat.

Vu que dans tous les cas, on arrive a la méme conclusion, on a le résultat.

Exercice 2.
Réécrire les ensemble suivants en utilisant la notation d’intervalles.

a) A={z eR|z < 1}. f) A={z eR||z+1| <1}

b) A={zeR| —x <1}

) A={z eR|z?>2)}. g) A={z cR|[2z%2 -2| < 1}.

d) A={z€R| —z<3et 2% >4} 1

O A= {rcR|_a*>3), h)A:{xeR\{—1,1}|1_x‘>2}.



Solution.

a) A =]—o0;1[. e) A =]—o0,—/3].

b) A = [—1,+o0]. £ A = [-2,0]

¢) A =]—00,—v2]U[V2,+o0l. 9) A =1-v3,-1[U]1,V3].
d) A =]-3,-2]U[2,+o0]. hoA=]-1,-3[ u L]

Ezxplicitons le raisonnement des inéquations a valeur absolue.
flle+1 <1 <= dist(z,-1)<1 <= =ze€ [-1-1,-1+1] = [-2,0]
g) |72 —2| <1 <= dist(2%,2) <1 <= 2?2€]2-1,2+1[=]1,3|
En faisant attention a distinguer les cas x > 0 et x < 0, nous avons
r2€ ]1,3] <= z€]—+3,-1[U]1,V3]
h) Nous distinguons 2 cas :
— St |x| > 1, alors

-]z <0 = <0<2

1 — |z]
donc x ¢ A.
— Si0 < |z| <1, alors

0<l—|z|<1 =

mais ¢a ne nous permet pas de déduire si I%M > 2. Nous devons alors procéder avec des
inéquations équivalentes : puisque 1 — |x| > 0, alors

1
1 ‘|>2 = 1>2(1—|:U|)<:>2|x\>1<:>|m|>§.
— |T

donc on doit avoir 3 < |z| < 1.
1 1 1
A={zecRr|: b= |12 U |51,
frerig<i<af= |- v ]3]

Exercice 3 (Challenge facultatif, mais encouragé a essayer!).

En conclusion

a) Montrer par récurrence la formule du bindme de Newton : pour tout n € N et a,b € R,

(a+b)" = i (Z) akpnk,

k=0

b) En déduire que, pour tout entier n, on a

Solution.



a) Ancrage : Pour n =0, le membre de gauche est (a+b)° = 1, tandis que le membre de droite est

0
Z (2) a"pOF = (8) a®t’ = 1.
k=0

Vu qu’on obtient la méme chose, le résultat est vrai pour n = 0.
Pas de récurrence : Soit n > 0. Supposons que

(a+b)" =3 (Z) akpnt (H.R.)
k=0
et montrons que
n+1
(a+b) 1 =3 (n 1) aFprti—k

On a

(a+ )" =(a+b)(a+b" " (a+b) znj (Z) akpn*

k=0
" (n " (n
_ k+1pn—k kin+1-k
—Z<k>a b" +Z<k>ab”
k=0 k=0
En faisant le changement de variables k + 1 = j dans la premiére somme, on obtient

n+1 n
o S oo (v
k=0

Jj=1

N\ n+1:0 . n jrn—j+1 = (n kin+l—k Y\ 0pn+l
= a b—&-Z(. )ajb J —i—Z()ab —l—()ab
(n) j=1 j-1 k=1 k 0

Vu que la variable de sommation (j ou k) est muette (i.e. le nom de la variable ne change pas
la valeur de la somme) on peut remplacer j par k dans la premiére somme. On obtient

(a+b)"t! = <Z> a0 4 Z (k ﬁ 1) akpnhHl 4 Z (Z) akpnti=k 4 (3) aOpt1
k=1

k=1

_ (") n+1:0 . n kpn—k+1 Y\ kpn+l—k Y\ 0;n+1
—<n>a b—l—’;((k_l)ab +<k>ab >+<0>ab
_ (™) n+1;0 . n n kpn+l—k N\ 0pn+1
(e () + (5]t (5

On wutilise Uidentité de Pascal et le fait que pour tout m, (Z) =1cet (?) =1 pour déduire

(a+b)™ =110 + 3 (n"]g 1> aFprtlk L Opnt
k=1

C(n+1) a0 s (nH LY k1w n+1\ o,nt1
—<n+1>a b—l—z & a”b + 0 a’b

=1
41
_nz: <n+1> akprtik
k
k=0

qui est le résultat voulu.



b) Poura="b=1, on a par le binome de Newton,

2" = (1 H" = 3 i 1k1n_k: ) <n>?
aer= 3 ()= )

k=0

qui est le résultat voulu.



