
Cours Euler 3ème année

Corrigé Test 4 - Algèbre linéaire. 4 mars 2026

Exercice 1. (3 + 3 + 2 = 8 points)

On définit l’application trace Tr : M2(R) → R par

Tr
(
a b
c d

)
= a+ d.

a) Montrer que la trace est une application linéaire.

Tr
[(

a b
c d

)
+ λ

(
a′ b′

c′ d′

)]
= Tr

(
a+ λa′ b+ λb′

c+ λc′ d+ λd′

)
= a+ λa′ + d+ λd′

et

Tr
(
a b
c d

)
+ λTr

(
a′ b′

c′ d′

)
= (a+ d) + λ(a′ + d′) = a+ d+ λa′ + λd′.

Ainsi, Tr est linéaire.

b) Déterminer une base du noyau et donner sa dimension.

Tr
(
a b
c d

)
= 0 ⇔ a+ d = 0 ⇔ a = −d. Une base de ker(Tr) est par exemple

{(
1 0
0 −1

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)}
.

Sa dimension est donc égale à 3.

c) Déterminer le rang de la trace.

Par le théorème du rang, on sait que dimV = dimkerTr + rangTr.
Comme dimV = 4 et dimkerTr = 3, il vient rangTr = 1.

Exercice 2. (2 + 3 + 2 + 3 = 10 points)

a) Donner la définition de deux matrices semblables.

Deux matrices A,B ∈ Mn(K) sont semblables s’il existe une matrice inversible S ∈ GLn(K)
telle que A = SBS−1.

b) Montrer que si A ∈ Mn(R) et In sont semblables, alors A = In.

Comme A et In sont semblables, il exsite une matrice S inversible telle que A = SInS
−1.

On a donc A = SInS
−1 = SS−1 = In.

c) Enoncer le théorème du rang.
Soit α : V → W une application linéaire telle que V soit de dimension finie. Alors

dimV = dimkerα + rangα.
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d) Soit V un espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que toute famille de n vecteurs
linéairement indépendants forme une base de V .
Indication : Montrer cette affirmation par l’absurde.
Soit B = {v1, . . . , vn} une famille de n vecteurs linéairement indépendants de V .
Supposons par l’absurde que B ne forme pas une base de V . Alors il existe un v ∈ V non
nul qui n’est pas une combinaison linéaire d’éléments de B, c’est-à-dire,

v ̸= a1v1 + · · ·+ anvn

pour toute suite a1, . . . , an d’éléments de K. Ainsi, la famille {v, v1, . . . , vn} est formée de
n+ 1 vecteurs linéairement indépendants de V , ce qui contredit le fait que dimV = n.

Exercice 3. (2 + 3 + 3 = 8 points)

Soit f : R3 → R2 l’application linéaire définie par

f(x; y; z) = (x+ y ; y − z).

Soient B la base canonique de R3 et C la base canonique de R2.
a) Déterminer la matrice de f par rapport aux bases canoniques B et C.

On obtient directement la matrice (
1 1 0
0 1 −1

)
.

b) Montrer que les vecteurs

v1 = (1; 1;−1), v2 = (1; 0; 1) et v3 = (1;−2; 1)

forment une base B′ de R3.

Comme dimR3 = 3, il suffit de vérifier que la famille B′ est linéairement indépendante ou
qu’elle forme un système de générateurs. Montrons qu’elle est linéairement indépendante.
Supposons donc que αv1 + βv2 + γv3 = 0 et montrons que α = β = γ = 0. On obtient un
système 

α + β + γ = 0

α− 2γ = 0

−α + β + γ = 0

⇔


β = 0

α = 0

δ = 0.

La famille est bien linéairement indépendante et forme donc une base.

c) Déterminer la matrice de f par rapport aux bases B′ et C ′ = ((1; 1); (1;−1)).
On calcule les images par f des vecteurs de base et on obtient

f(v1) = (2; 2) = 2·(1; 1), f(v2) = (1;−1) = 1·(1; 1) et f(v3) = (−1;−3) = 2·(1; 1)+1·(1;−1).

La matrice est donc (
2 0 −2
0 1 1

)
.
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Exercice 4. (3 + 2 + 3 + 2= 10 points)

Discuter et résoudre le système en fonction de m :
x+ y +mz = m

x+my − z = 1

x+ y − z = 1

On utilise la matrice augmentée pour résoudre le système1 1 m m
1 m −1 1
1 1 −1 1

 E31(−1)E21(−1)−→

1 1 m m
0 m− 1 −m− 1 1−m
0 0 −m− 1 1−m


On suppose que m ̸= 1. On peut alors diviser la ligne 2 par m− 1 :

D2( 1
m−1)−→

1 1 m m
0 1 −m−1

m−1
−1

0 0 −1−m 1−m


On suppose que m ̸= −1. On peut alors diviser la ligne 3 par −m− 1 :

D3( 1
−m−1)−→

1 1 m m
0 1 −m−1

m−1
−1

0 0 1 m−1
m+1

 E12(−1)−→

1 0 m2+1
m−1

m+ 1

0 1 −m−1
m−1

−1

0 0 1 m−1
m+1


E23((m+1)/(m−1))E13(−(m2+1)/m−1)−→

1 0 0 2m
m+1

0 1 0 0
0 0 1 m−1

m+1


Ainsi, si m ̸= ±1, on obtient S =

{(
2m

m+ 1
; 0;

m− 1

m+ 1

)}
.

Si m = 1, on obtient x = 1− y et z = 0, donc S = {(1− t; t; 0) | t ∈ R}.
Si m = −1, on obtient S = ∅.
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Exercice 5. (3 + 4 + 2 + 3 = 12 points)

On considère la matrice A =

(
3 5
1 −1

)
.

a) Déterminer les valeurs propres de A.

Si λ est une valeur propre, le rang de A− λI n’est pas maximal, donc det(A− λI) = 0.

det

(
3− λ 5
1 −1− λ

)
= 0 ⇔ (3−λ)(−1−λ)−5 = 0 ⇔ λ2+2λ+8 = 0 ⇔ (λ−4)(λ+2) = 0

Les valeurs propres sont λ1 = 4 et λ2 = −2.

b) Déterminer les espaces propres associés à chaque valeur propre.

λ = 4 : On cherche E4 = ker(A− 4I). On résout (A− 4I)X = 0, ce qui nous donne(
−1 5
1 −5

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇔

{
−x+ 5y = 0

x− 5y = 0
⇔ x = 5y ⇒ E4 =<

(
5
1

)
> .

λ = −2 : On cherche E−2 = ker(A+ 2I). On résout (A+ 2I)X = 0, ce qui nous donne(
5 5
1 1

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
⇔

{
5x+ 5y = 0

x+ y = 0
⇔ y = −x ⇒ E−2 =<

(
1
−1

)
> .

c) Déterminer une matrice P telle que P−1AP = D soit diagonale et donner la matrice D
correspondante.

Les colonnes de la matrice P se compose de vecteur propres.

Une matrice possible est P =

(
5 1
1 −1

)
. Dans ce cas, la matrice diagonale D =

(
4 0
0 −2

)
.

d) Calculer la matrice inverse P−1.

detP = −6 d’où P−1 = −1

6

(
−1 −1
−1 5

)
=

1

6

(
1 1
1 −5

)
.

Exercice 6. (3 points)

Démontrer qu’une application linéaire de R3 vers R4 ne peut pas être surjective.

Par le théorème du rang, on a 3 = dimR3 = dimker(f) + rang (f). Ainsi, rang (f) ≤ 3.
Pour que la fonction soit surjective, il faudrait que rang (f) = dimR4 = 4 > 3.
Donc f ne peut pas être surjective.

Exercice 7. (4 points)

Démontrer que si f : V → V est une application linéaire telle que f ◦ f = idV , alors 1 et -1
sont les seules valeurs propres possibles.

Soit λ une valeur propre de f . Alors il existe v ̸= 0 tel que f(v) = λv.
Par linéarité de f , on a f(f(v)) = f(λv) = λf(v) = λ2v. Or, f(f(v)) = idV (v) = v.
Ainsi, on doit avoir v = λ2v ⇔ v − λ2v = 0 ⇔ (1− λ2)v = 0.
Comme v ̸= 0 , il faut que 1− λ2 = 0 dont les solutions sont λ = 1 et λ = −1.
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