Cours Euler 3éme année

Corrigé Test 4 - Algébre linéaire. 4 mars 2026

Exercice 1. (3 + 3 + 2 = 8 points)
On définit 'application trace Tr : M(R) — R par

a b
Tr (c d) =a+d.

a) Montrer que la trace est une application linéaire.

b Y A b+ A
Tr[(c d)*A@ d/)}:Tr(iiAz' dikd’):a+)‘a/+d+)‘d/

S|

et

!/ /
Tr( Z) + A\Tr <‘é, Z,) =(a+d)+Xd +d)=a+d+ I+ N\

(SIS

Ainsi, Tr est linéaire.

b) Déterminer une base du noyau et donner sa dimension.

Tr (CCL b) =0 & a+d=0 < a=—d. Une base de ker(Tr) est par exemple

W 5 0)-( o))

Sa dimension est donc égale a 3.

c) Déterminer le rang de la trace.

Par le théoréme du rang, on sait que dim V' = dim ker Tr + rang Tr.
Comme dim V' =4 et dim ker Tr = 3, il vient rang Tr = 1.

Exercice 2. (2 + 3 + 2 + 8 = 10 points)
a) Donner la définition de deux matrices semblables.

Deux matrices A, B € M,,(K) sont semblables sil existe une matrice inversible S € GL,(K)
telle que A = SBS™1.

b) Montrer que si A € M,(R) et I, sont semblables, alors A = I,.

Comme A et I,, sont semblables, il exsite une matrice S inversible telle que A = SI,571.

Onadonc A=SI,S"'1=85"1=1,.

¢) Enoncer le théoréme du rang.
Soit « : V' — W une application linéaire telle que V' soit de dimension finie. Alors

dim V' = dim ker a + rang a.
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d) Soit V un espace vectoriel de dimension finie n. Montrer que toute famille de n vecteurs
linéairement indépendants forme une base de V.

Indication : Montrer cette affirmation par I’absurde.

Soit B = {wy,...,v,} une famille de n vecteurs linéairement indépendants de V.
Supposons par I’absurde que B ne forme pas une base de V. Alors il existe un v € V non
nul qui n’est pas une combinaison linéaire d’éléments de B, c’est-a-dire,

v%alvl_’_"'—'—anvn

pour toute suite aq,...,a, d’éléments de K. Ainsi, la famille {v,vq,...,v,} est formée de
n + 1 vecteurs linéairement indépendants de V', ce qui contredit le fait que dimV = n.

Exercice 3. (2 + 3 + 3 = 8 points)

Soit f : R® — R? 'application linéaire définie par

flayz) = (@ +y; y—2).
Soient B la base canonique de R? et C la base canonique de R2.
a) Déterminer la matrice de f par rapport aux bases canoniques B et C.

On obtient directement la matrice

b) Montrer que les vecteurs
vy = (1;1;-1), vo = (1;0;1) et v3 = (1;—-2;1)

forment une base B’ de R3.

Comme dim R? = 3, il suffit de vérifier que la famille B’ est linéairement indépendante ou
qu’elle forme un systéme de générateurs. Montrons qu’elle est linéairement indépendante.
Supposons donc que avy + fvs + yv3 = 0 et montrons que « = § = v = 0. On obtient un
systéme

at+B+v=0 =0
a—2y=0 S qa=0
—a+p+v=0 d=0.

La famille est bien linéairement indépendante et forme donc une base.

c) Déterminer la matrice de f par rapport aux bases B’ et C' = ((1;1); (1; —1)).
On calcule les images par f des vecteurs de base et on obtient

fo) = (2:2) = 2:(1;1), f2) = (L =1) = 1-(1;1) et flvs) = (=1, =3) = 2:(1; 1)+1-(1; —1).

La matrice est donc



Exercice 4. (3 + 2 + 3 + 2= 10 points)

Discuter et résoudre le systéme en fonction de m :

T+y+mz=m
r+my—z=1
r+y—z=1

On utilise la matrice augmentée pour résoudre le systéme

1 1 m m . B . 1 1 m m
1 m —1 1| ™20 g 1 o1 1-m
1 1 -1 1 0 0 -—-m-11-m

On suppose que m # 1. On peut alors diviser la ligne 2 par m — 1 :

1 11 m m

Do
) (01 |
00 —-1—-m 1—m

Ds(==1) L I (1 0 2=t mtl
— 01 = -1 = 0 1 —T;ni—ll 1
0 0 1 2—; 0 0 1 Z_ﬁ
Ea3((m+1)/(m—1))E13(—(m?+1)/m—1) 100 ”3_7‘?1
— 010 O
0 0 1 Z—;}

2 -1
Ainsi, si m # 41, on obtient S = m :0; m :
m+1 m+1

Sim=1,onobtient z =1—yet 2=0,donc S={(1—1t¢0)|teR}.
Si m = —1, on obtient S = 0.



Exercice 5. (3 + 4 + 2 + 8 = 12 points)

1 -1

a) Déterminer les valeurs propres de A.

On considére la matrice A = (3 g )

Si A est une valeur propre, le rang de A — A\I n’est pas maximal, donc det(A — \I) = 0.

dor (P71 7] =0 BoNE1-N-5 =0 & 2820 & (042 =0

Les valeurs propres sont A\; = 4 et \y = —2.

b) Déterminer les espaces propres associés a chaque valeur propre.

A =4 : On cherche E; = ker(A —4I). On résout (A —41)X = 0, ce qui nous donne

-1 5 r\ (0 —x+5y=0 B (5
(1 _5) (y)—<0> < {x_5y:0 & =5y = E;=< <1>>.

A = —2 : On cherche E_5 = ker(A + 27). On résout (A + 2/)X = 0, ce qui nous donne

(5 5)(x)_(0> - 52 + 5y =0 - uey = B _<(1)>
1 1) \y 0 r4y=0 y 2 1) 7

c) Déterminer une matrice P telle que P~*AP = D soit diagonale et donner la matrice D
correspondante.

Les colonnes de la matrice P se compose de vecteur propres.

> 1 > Dans ce cas, la matrice diagonale D = (4 0 ) :

Une matrice possible est P = (1 1 0 =2

d) Calculer la matrice inverse P~
I /-1 -1 1/1 1
- _ ’O7) -1 _ _ - =
det P=—-6 dou P 6(—1 5) 6(1 _5>.

Exercice 6. (3 points)
Démontrer quune application linéaire de R? vers R* ne peut pas étre surjective.

Par le théoréeme du rang, on a 3 = dim R? = dim ker(f) + rang (f). Ainsi, rang (f) < 3.
Pour que la fonction soit surjective, il faudrait que rang (f) = dimR* =4 > 3.
Donc f ne peut pas étre surjective.

Exercice 7. (4 points)

Démontrer que si f : V' — V est une application linéaire telle que f o f = idy, alors 1 et -1
sont les seules valeurs propres possibles.

Soit A une valeur propre de f. Alors il existe v # 0 tel que f(v) = Av.

Par linéarité de f, on a f(f(v)) = f(Av) = Af(v) = AN?v. Or, f(f(v)) =idy(v) = v.
Ainsi, on doit avoir v = v & v—X v =0 & (1—\)v=0.

Comme v # 0 , il faut que 1 — A2 = 0 dont les solutions sont A = 1 et A = —1.
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