Analyse Avancée II — PH
EPFL Corrigé 13-A

Exercice 1. Pour s’échauffer
[ee)

Soit (Ag)p g C Mpxn(R) une suite de matrices. Montrer que si la série Z |Ak||F converge, alors

k=0
oo
la série Z Ay converge.
k=0
Correction.
K
Montrons que la suite des sommes partielles est de Cauchy. Notons Sx = Z Ag. On a
k=0
K+m K+m
ISk4m = Sklle =1 D Akl| < D lAkllr
k=K+1 o k=K+41
oo
Or comme la série Z |Ak||F converge, la suite des sommes partielles est de Cauchy et donc pour
k=0
e > 0 fixé, il existe K € N tel que
K+m
VK>K, Ym=>0, Y |4lr<e.
k=K+1
Par conséquent pour tout K > K et m > 0, on a bien
K+m
ISk 1m = Sklle < Y |l Akllr <e.
k=K+1
o0
La suite des sommes partielles étant de Cauchy, elle converge et donc Z Ay, converge.
k=0
Exercice 2. Exponentielle de matrice
o0
1
Soit A € Myxn(R). Montrer que la série Z gAk, avec la convention A? = I, converge. On
k=0
définit alors I’exponentielle de la matrice A comme la matrice
1
A _ = Ak
e” = Z k!A .
k=0
Correction.
Observons que
=1 =1 =1
k k k A
DA =2 At < D Al = M.
k=0 Fo k=0 k=0

o0
) ) - 1
converge, donc par le résultat de I’exercice précédent, E EA’“ converge.
k=0

1
Ainsi Z HAI“

k=0

Exercice 3. Dérivée de ’exponentielle d’une matrice



Soit A € My xn(R), on définit, pour tout ¢t € R la fonction ”exponentielle de matrice” par

E:R = Muxn(R)
t— E(t) =M

Montrer que
E'(t) = AE(t).

Indication : On peut utiliser, sans preuve, le résultat suivant. Si A, B € M;,»,(R) commutent (c’est-
a-dire AB = BA), alors

e =e'e
Correction.
pAlt+h) _ LAt
Calculons }llir% — Comme tA et hA commutent, on peut factoriser cette expression
H
GAt+h) _ At _a GAh g
h h
Ah _ I
Il suffit alors de montrer que }llir% = A. On écrit d’abord
_)
=1 o~ hF
Ah __ - k _ gk
e _Zk!(Ah) =I+> A
k=0 k=1

Comme A commute avec toute les puissances de A, on peut écrire

G i Lpkrab = 4y i Lk — a1+ hAi A e (1)
ho =k &k a k! '

On observe que

th‘QkZ
k!

or

| AR
’J +|£ | = Z *HAhHJ = el Anllr
j=0

o
J
donc Z (4h) converge vers une matrice B € M, xn(R) et ||B||r < ellAllF . Par conséquent,

] |
= (j+2)!
=1
AN = RF2AR < |nf||AllF|BllF < ||| Al pelAlF
hAD e )
d’ou,

lim et -1 = A+ lim hA S lhk—QAk_z _ 4
h—0 - hs0 k§_2 X = A.

Exercice 4.



Soit A : I — My xn(R) une fonction matricielle dérivable sur I et yo € R™. Soit y : I — R™ définit
par y(t) = A(t)yo. Montrer que 3/ (t) = A’(t)yo.
Correction.

t+h)—ylt
La dérivée d’une fonction vectorielle est donnée par y/(t) = lim M On a alors

h—0 h

yEh) =yt _ oy A+ Ryo = Alyo _ (lim Al +h) - A<t)> o = A'(t)yo-

I
", h—0 h

h—0 h h—0 h

Exercice 5. Systéme linéaire homgene d’EDOs
Soit A € Myxn(R). Le théoreme de Cauchy-Lipschitz implique qu’il existe une unique solution
y : R — R” du syteme d’EDO

{y'<t> = Ay(t),
y(0) = vo,

Vérifier que cette solution est donnée par y(t) = eAtyyq.

Correction.
On a bien que y(0) = A%y = yo et 3 () = (*)'go = Actyo = Ay(t).

Exercice 6. Exponentielle d’'une matrice 2 x 2, cas diagonalisable

a) Soit D € May2(R) une matrice diagonale de la forme

D:(g g), a, B eR.

D __ eo‘ 0
e = <0 €'B> .
b) Déduire du point précédent que si A est diagonalisable dans R, c’est-a-dire qu'’il existe P €
Mayo(R) telle que A s’écrit comme

B . /A0
A=PDP}, D_(O )

Montrer que

alors pour tout t € R,

Correction.

k Oék 0 I
a) Pour tout £k € N, on a D" = . D’ou



Exercice 7. Exponentielle d’'une matrice 2 x 2, cas non diagonalisable avec une seule
valeur propre réelle de multiplicité géométrique une

a) Soit A € Mayo(R) une matrice sous forme de Jordan
a 1
A= .
(5 )
Montrer par récurrence que, pour tout k > 1,
Ak’ B ak k ak—l
—\ 0 ok

et en déduire que

b) Soit A € May2(R) une matrice sous forme de Jordan

a 1
A= .
Montrer par récurrence que, pour tout k > 1, et pour tout t € R,

thak  ktkak—1
(At)k:< 0 ko >

et en déduire que
At eat teat
e =1y eat)-

c) Supposons que A € Maya(R) possede deux valeurs propres réelles confondues de multipicité
géométrique une, c’est-a-dire qu’il existe P € Mayyo inversible telle que A = PJP~! on J =

Al L . L
( ) ou A est la valeur propre. Déduire du point précédent que

0 A
At At
€At =P <60 t;)\t> P_l.

Correction.

a) Montrons la formule par récurrence. Pour k = 1, on a directement

1 (o 1Y\ _ al la'!
A_<0 a>_<0 al )



Pour £ > 1 fixé, supposons que

On a alors

AR gk g o ka1 a1 _ af ok + kak _ aF (b +1)ab
0 of 0 a 0 ak 0 okt

Ainsi,
1 1
A = Ak L
Ay At -1+
k=0 k=1
(30 (TR Sk
0 1 0 S
k k—1
- <2°° S Y <>)
— LR
k=0 kI
e® e%
=(7 )

b) On a directement

k k—1 k. k kA k—1
k 4k Ak _ Lk [0 k‘Oé - t"o k‘t [0

Ainsi

0 k=1
(1 O)+ (SRt T b

01 0 2"—1 H(ta)
_ 1 [thak kthakt
N Z k! 0 thak

k=0
00 o)k 0o (at)k-1
_ [ Zek=0 Gy, ((121)! ) B <6ta tem)
o o0 ta)k - ta
0 e G 0 e

Si B € Max2(C) est diagonale, i.e.

B:(g g) o, B eC,

(2)

Exercice 8. Exponentielle de matrice, cas diagonalisable avec valeurs propres complexes
conjuguées

on peut montrer que e

B __ e 0

0

6/8

) de la méme maniere que dans ’exercice 6. Soit a présent

A € Mayya(R) telle que A possede deux valeurs propres complexes conjuguées Ay = a +1ib, a,b € R,



AL 0
0 A

) et P = <Z Z_}), inversible, z,w € C.

b # 0. On peut écrire A = PDP~! avec D = < w

Montrer que pour tout t € R,

at at o;
At e® cos(bt) —esin(bt)\ _1,
¢ =Q <eat sin(bt) e cos(bt) @

ol QQ € Maya(R) est donnée par

Q= () fel).

Correction.
On a

Apt
eAt = p <60 e,\ot) P
At

ot eMt = e(aF)t — et (cog(bt) + isin(bt)). Ecrivons
1 (o -z
pl= .
det P (—w z )

det P = zw — zZw = 2iIlm(zw).

p eMt 0 [z Z et 0 B ze Mt zer-t
0 et)  \w w 0 eMt) T \wer?
Apt Apt sz AL
et 0 -1 [zeMt Ze 1
=P < 0 e/\t> p= <we/\+t we’\t> 21 — <

1 ( et — Zwer-t |Z|2 )\+t+ |z|2 A t)

ou

Ainsi,

Apt

T 2w — zw \JwPeMt — w2t —zwert + zwe
B 1 <2i1m(zwe’\+t) —|2]22iIm(eM?)
~ 2Im(zw) \|w]?2ilm(e*?)  —2ilm zwe)‘+t
1 Re(zw)Im(e M) + Im(zw)Re(e ) —|z|?Tm(eM?) B
"~ Im(zw) ( lw|?Im(eM?) —Re(zw)Im(eM?) — Im(Zw)Re(e ’\+t)> =M,

Finalement, en utilisant
Re(zZw) = Re(zw) = Re(z)Re(w) — Im(z)Im(w) = Re(z)Re(w) + Im(z)Im(w),
Im(zw) = —Im(zw) = —Re(z)Im(w) + Im(z)Re(w),
)2

|2 = Re(2)* + Im(2)?,
lw|* = Re(w)? + Im(w)?.

on calcule d’autre part que
ey e
- (13 240 (265 26) o (%, )

—

JIm(eM?) —Re(z)Re(eMt) — Im(z)Im(e’\+t)>
Im(eA ) —Im(w)Re(eM?) —Re(2)Im(e*?) + Im(z)Re(et?)



