Analyse Avancée II — PH
EPFL Série 13-A

Préambule I
De méme que 'on peut définir des suites de points dans R", on peut définir des suites de matrices
dans M,x,(R). Pour une suite (A;)72, C Muxn(R), on dit que

a) (Ar)p2, converge vers A € My ,(R) si

lim ||y — Al|p = 0,
k—o0

ol || - || désigne la norme de Frobenius.

b) (Ag)32, est de Cauchy si et seulement si
Ve > 0,3K € N, tel que Vk > K,Vm > 0, || Appm — Ax|| < e.

Résultat : (Ay)72,, converge < (A)p, est de Cauchy.
Rappel :

(a) ||+ |lF est une norme, en particulier, VA, B € Myxn(R), ||[A+ Bllr < ||Allr + ||B| F-
(b) || - |7 est dite sous-multiplicative, VA, B € My xn(R), [|[AB|r < [|A|r||B||r-

¢) On définit la série Y 7> Ay come la limite des sommes partielles, quand cette limite existe,
c’est-a-dire

[e%S) K
k=0 k=0

Préambule 11

On définit les fonctions "matricielles” R — M« (R) de maniere similaire aux fonctions vectorielles
R — R™. Soi I un intervalle, alors

A: T — Muxn(R)

an(t) e aln(t)

t— A(t) = : :
an1(t) ... apn(t)

avec a;j : I — R pouri,j =1,...,n.

a) Pour A : 1 — M,xn(R) et Ag € Myxn(R), on dit que A converge vers Ay quand ¢ — g, noté
limy_,;, A(t) = Ay, si et seulement si

lim ||A(t) — Aol| = 0.

t—to

b) On dit que A est dérivable en ¢ si et seulement si

lim A(t+ h) — A(t)
h—0 h

existe, c’est-a-dire s'il existe B € M« (R) telle que

o AR — A _ 5
h—0 h

et on note B = A'(t).



Préambule III
Pour toute matrice A € Max2(R), son polynéme caractéristique est donné par

xa(z) = 2% —trAz + det A.
Il y a trois cas possibles.

a) x4 possede deux racines réelles distinctes, A\j, Ay € R, donc A possede deux valeurs propres
réelles distinctes et est diagonalisable dans R, i.e. il existe P € Max2(R) telle que

(M 0N L
ey Dy

b) x4 posséde une seule racine réelle double A, et donc A n’a qu’une seule valeur propre, qui est
réelle.

(a) Si la mutliplicité géométrique de A est deux, alors A est multiple de I'identité (donc en
particulier diagonale, donc trivialement diagonalisable) et

A0
(3 )

(b) Si la multiplicité géométrique de A est une alors A n’est pas diagonalisable, mais admet
une forme de Jordan: il esxiste P € Max2(R) telle que

AN A
ey )

c¢) xa posséde deux racines, non réelles, conjuguées A1 et Ao, ot Ay = Ay. A possede alors deux
valeurs propres complexes, non réelles, et est diagonalisable dans C: il existe P € Mayx2(C) telle
que

(M 0N L
aer(y D)

Exercice 1. Pour s’échauffer
o

Soit (Ax)pey C Mpxn(R) une suite de matrices. Montrer que si la série Z ||Ak||F converge, alors
k=0

oo
la série g Ay converge.
k=0

Exercice 2. Exponentielle de matrice
[o.¢]
1
Soit A € My xn(R). Montrer que la série Z EAI"’, avec la convention A? = I, converge. On

k=0
définit alors I’exponentielle de la matrice A comme la matrice

o
A=y
k=0

| —

Ak,

™

!

Exercice 3. Dérivée de ’exponentielle d’une matrice
Soit A € My xn(R), on définit, pour tout ¢ € R la fonction ”exponentielle de matrice” par

E:R — Muxn(R)
t— B(t) = e



Montrer que
E'(t) = AE(t).

Indication : On peut utiliser, sans preuve, le résultat suivant. Si A, B € M,,x,(R) commutent (c’est-
a-dire AB = BA), alors

Exercice 4.
Soit A : I — My xn(R) une fonction matricielle dérivable sur I et yo € R™. Soit y : [ — R™ définit
par y(t) = A(t)yo. Montrer que y'(t) = A'(t)yo.

Exercice 5. Systéme linéaire homgene d’EDOs
Soit A € Myxn(R). Le théoréme de Cauchy-Lipschitz implique qu’il existe une unique solution
y : R — R” du syteme d’EDO

y'(t) = Ay(2),
y(O) = Yo,

Vérifier que cette solution est donnée par y(t) = ety

Exercice 6. Exponentielle d’une matrice 2 x 2, cas diagonalisable

a) Soit D € Maxa(R) une matrice diagonale de la forme

D:(B‘ g) a, B ER.

D e 0
€ —<0 eﬁ)

b) Déduire du point précédent que si A est diagonalisable dans R, c’est-a-dire qu’il existe P €
Mayo(R) telle que A s’écrit comme

_ 1 (MO
A=PDP!, D_(O L

Montrer que

alors pour tout t € R,
At
At e 0 —1
(& = P< 0 6)‘2t> P .

Exercice 7. Exponentielle d’une matrice 2 x 2, cas non diagonalisable avec une seule
valeur propre réelle de multiplicité géométrique une

a) Soit A € May2(R) une matrice sous forme de Jordan

A:(g ;).

Montrer par récurrence que, pour tout k > 1,
Ak _ ak k ak—l
0 ok

et en déduire que



b) Soit A € Max2(R) une matrice sous forme de Jordan

A:(g ;).

Montrer par récurrence que, pour tout k > 1, et pour tout t € R,

thak  kthak—1
O

et en déduire que
At eat teat
e =1y eat)-

c¢) Supposons que A € Maya(R) possede deux valeurs propres réelles confondues de multipicité
géométrique une, c’est-a-dire qu’il existe P € Mayyo inversible telle que A = PJP~! on J =

Al L . L
< > ou A est la valeur propre. Déduire du point précédent que

0 A
At At

Exercice 8. Exponentielle de matrice, cas diagonalisable avec valeurs propres complexes
conjuguées
Si B € May3(C) est diagonale, i.e.

B:(f; g) B eC,

e* 0 R N . N .
on peut montrer que e = 0 B) de la méme maniere que dans l'exercice 6. Soit a présent
e

A € Moyo(R) telle que A possede deux valeurs propres complexes conjuguées Ay = a +1ib, a,b € R,
b # 0. On peut écrire A = PDP~! avec D = (AOJF )\0 > et P = <Z 5}), inversible, z,w € C.
Montrer que pour tout ¢ € R,

At @ (eat cos(bt) —e sin(bt)) oL

esin(bt) e cos(bt)

ol Q € May2(R) est donnée par



