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Les particularités du produit vectoriel vu la semaine derniére permettent de 1'utiliser dans
de nombreux contextes. Nous commencerons par reparler d’équation cartésienne de plan, puis
étudierons les méthodes métriques pour calculer des distances, des surfaces, des angles et des

volumes dans I’espace. Nous terminerons avec la sphére dans ’espace.

1 Le plan dans ’espace

En exploitant les propriétés du produit scalaire, vous avez vu que 1’équation cartésienne d’un

n1
plan perpendiculaire au vecteur 7 = | ny | est de la forme n,* 4 Y‘z‘a + “3 ¢+ ol. =0

n3

Nous cherchons maintenant a décrire le plan donné par deux vecteurs directeurs

Uy U1
U= | uy et U=[ vy
Uus U3

passant par un point A = (ay; as; az). Nous pouvons calculer le produit vectoriel @A ¢ pour obtenir

un vecteur normal au plan, puis utiliser le fait que le point A appartient au plan.
- = ¢
7 On wlade W= wnv
'P -
a3l e P ] Pluge)e® > AR
— -
AR ¥ &= AP.w =0
— i ~
o AP [TV

& ( )> =0
Proobduj‘ vvuix\"@— I
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Nous pouvons aussi obtenir directement 1’équation cartésienne du plan avec un déterminant :

Proposition 1.1. L’équation cartésienne du plan o de vecteurs directeurs u et v et passant par le
point A = (ay;as;az) est donnée par

-~ - ~
Démonstration. P = (z;y;2) € a & AP . (Ut N V§ =0

= )
=> M(AP, "“/V) =0
K= Oy X = 0nq U4 Vy
¥ il f 0
COwwv\(. AP = | 90 y v Y-0 e vy | =
-a
¢ S 2 -R3 Uy Va
\
]
Exemple 1.2. Déterminons 1'équation du plan défini par les points A = (1;—1;2), B = (2;3;4)
et C = (—2;3;0). A
Y dres
AG =« | ( Somk
v
/ T / vedrenss dnetbours du p ’le '
y 4 A -3 1 -3
¥ 4) |t ( Z—’L)
‘3 + 4 q q X—4> { -7 (\a A 4 Y
-7
-1 2z (-f <
. . -tz + =
R = ok X y
— + = |Dans le plan, le lieu géométrique des points équidistants des deux extrémités d’un segment
+

~ [AB] s’appelle la médiatrice. Dans I'espace, ce méme lieu géométrique est un plan.

Définition 1.3. Soient A et B deux points distincts de I'espace.
Le plan médiateur du segment [AB] est le lieu géométrique des points équidistants de A et B.
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Si A = (ay;as;a3) et B = (by;bo; bs), quelle est I’équation de ce plan médiateur ?
wase pod M [Gatba Qo4 be ; &g+ bz

/U”AB F 2 ! z 2
bi-on, )

P>‘>6 e,\' o Powr vecter notm el A—é = (b?—' %2
‘ by -3
w

—> —
P é»/uAB &> PM L AB

— —
On peut l'interpréter comme PM - @ = 0, c’est-a-dire, les vecteurs PM et @ sont orthogonaux.

Voyons encore comment on peut calculer I'intersection de deux plans P et P’ donnés chacun

par leur équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 et respectivement a’x + b'y + ¢’z + d = 0.

a
Le vecteur normal & P est = | b

Cc

Ainsi un vecteur directeur de la

droite d’intersection est donné par

- -9 \/4
7= n Awn =]V,
Vs

Il ne reste plus qu’a trouver un point P commun au deux plans et écrire I’équation paramétrique
de la droite d’intersection : P (?n P2 '.‘-,3 ‘ F1 v,

Va

—_ -
v e TP & 0k = 0F kv & (1) g +he ")
 heR.

Définition 1.4.
L’angle entre deux droites est le plus petit angle formé par deux vecteurs directeurs.

L’angle entre deux plans est le plus petit angle formé par deux vecteurs normauz non nuls.
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Nous savons calculer I'angle o entre deux vecteurs @ et ¥ puisque u e v = ” “ ” v u - SR

ueu D L
donne un angle obtus si « e ¥ est négatif. Nous calculerons donc

( |4 o O )
Q = arccos =
] {]1]

qui donnera toujours I'angle o aigu entre u et v, des vecteurs directeurs quelconques non nuls.

Mais v = arccos (
[ ad]| 1|

o5 2
En effet, si v - v < 0, QxC ol (M—, = L qw» {.s} oLl’w
A1)
N osreL o8 q

/5 L W& nvi

Exemple 1.5. Calculons ’angle entre les vecteurs u =

ovo= A4 RN =V

4_) -
oN = OWeesr 9 2

)
@
=+
<y
Il

N

Avec des vecteurs non nuls de I'espace, on peut aussi utiliser un produit vectoriel et la formule

7,720 A
[ A 9| = ||| [|v]] sin(e) i a:arcsm(”“ U||>

] 1]

2 Distances dans ’espace

Nous voulons maintenant établir des formules pour calculer la distance entre deux objets dans
I’espace : entre un point et un plan, entre un point et une droite, ou entre deux droites.
Pour commencer nous donnons la formule analogue & celle qui permet de calculer la distance
entre un point et une droite du plan. Il s’agit alors de la distance entre un point et sa projection

orthogonale sur un plan.
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Proposition 2.1. Soit P = (py; p2; p3) un point de R® et ax + by + cz +d = 0 un plan o. Alors
la distance entre P et a est donnée par les équations

| apy + bps + cp3 + d |

Démonstration. Soit A = (ay;as;a3) € v et 7 un vecteur normal & a.

I(P;a) =

Alors §(P; «) est égale a la norme de la projection orthogonale du vecteur ﬁ sur 17 :

AP. ¥ @ AP- 7| -
o) = || HE R || - L5 e
(F2) N ne 17I%
? .4"0“'1 0\
Utilisons le fait que AP = | f2 -%% \et prenons 77 = b
fa-0-3 ¢ :OwAéoL

‘,\' \\71\ P
/“’]/ “ aparbpus cprd= (Faarbacscazid))
L
A P'

2 2 2
+b%tc
| o B .

Définition 2.2. Soient P et Q deux plans sécants dans ’espace.
Les plans bissecteurs de ces deux plans sont définis comme le lieu géométrique des points de I'espace
situé a égale distance des plans P et Q.

Notons que, comme il y a dans le plan deux bissectrices pour une paire de droites concourantes,

il y a deux plans bissecteurs pour une paire de plans sécants dans I'espace.

Si P est donné par ax + by + cz +d = 0 et Q est donné par o’z + b'y + 'z + d' = 0, alors les

plans bissecteurs sont donnés par

I I
&x+‘b\3+c%+& 4 &,';g.].bt;wc'%-l-é

é()(,(?>: &(X/ &)(—T—D == —

| 3 12 '
Vo%s+ bE+c? Vit r b e

En effet, la valeur absolue des expressions se trouvant de part et d’autre de 1’égalité est la distance

d’un point (x;y; z) aux plans P et Q.
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Passons maintenant & la formule de calcul de la distance d’un point & une droite de R3.

Proposition 2.3. La distance du point P a la droite d passant par A et de vecteur directeur u est

AP A

(P;d) =

Démonstration. ||AP A | correspond a QU abve din fmlu\oéf pmwmne. coushruit sur
'f'//"/ /\? T

\\S(r’-.éy) d H,L\T?;d’):-nﬁfﬁu?“5“-3(1’;&)
— é(f;&y:_“ﬁFAu”

A el ]

Voici enfin la formule donnant la distance entre deux droites, c’est-a-dire la distance la plus

courte entre deux points de chacune des droites.

Proposition 2.4. Soit d une droite passant par A et de vecteur directeur u et e une droite non
paralléle a d passant par B et de vecteur directeur v. La distance entre ces deux droites est

5@)_U@-@Mm
T T A

Démonstration. Soit d’ la paralléle & d passant par B et €’ la paralléle & e passant par A.

R

Le parallélépipede construit sur les vecteurs 1@ , i et U a pour volume
S D =
Il a pour faces paralléle les plans @ = (A Y, v ) et § = (13) -l;; V) dont la distance vaut
. -, D
AR (XA
oA

Reste & montrer qu’il existe deux points A" € d et B’ € e tels que ||A'B’|| = 6(a, )
Considérons la droite p, perpendiculaire aux plans « et § et passant par A.
Elle coupe S en un point C.

o(a, B)

i

A
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3 La sphére dans ’espace

Nous terminons avec une bréve étude de la sphére. Par définition la sphére de rayon r et de
centre C' = (a; b; ¢) est le lieu géométrique des points P = (x;y; 2) tels que ||C*P>’|| =r.

Par conséquent 1’équation cartésienne de cette sphére est donnée par

(x—a)+@y—0b*+(z—c) =1
est
Exemple 3.1. Montrons que I'équation z? + 4z 4+ y?> — Sy + 22 =5 /e/’t I’équation d’une sphére en
déterminant le centre et le rayon de cette derniére.

X 4 bx + 4 +'a"-8‘a +lb + 2" = S+4+1b
2

(x+1)" +<ué—q)1 +(2-0) = 25

N gf\ﬂ{“ Lo combe C(_'Z_.)‘-f., O) ok (&L\f@'{}cﬂn {25'-§.

De maniére absolument semblable au cas de la tangente & un cercle, on trouve I’équation du
plan tangent a une sphére.

Proposition 3.2. Soit (z —a)? + (y — b)* + (2 — ¢)? = r? Uéquation d’une sphére ¥ dans R® et
T = (s;t;u) un point de la sphere. Alors le plan tangent a la sphére passant par T est donné par
[’équation

P (m—a)(s—a)+ (y— D)t —b)+ (s — )u—c) =1

Démonstration. On voit immédiatement que T° € 7 puisque T' € X..

—_—
S- o
De plus, un vecteur normal & 7 est ( t-b ) = CT qui est le rayon de Y passant par T
w-=C ]

Pour obtenir un modeéle vectoriel et paramétrique de la sphére, il faut se souvenir qu’un point

de la sphére unité est déterminé par deux angles : celui que fait sa projection sur le plan horizontal
avec 'axe Ox et celui qu’il fait avec I’axe vertical Oz.

ne
Notons le premier 6 € [0; 27| et le second ¢ € [0; 7] :

ik T e 2 &= 6Pl = 4
SOS\‘ ?’ = Prcé) OA'\"O ‘30"/\&\/( de ?.Swr OX}

— || 6F'] = s

= 'Fl (Cos@ stn & ; sin O S{\n¢; 70
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Alors, si P est un point de la sphére unité, OP — Sin O sin
ws

Par conséquent, une sphére de centre C' et de rayon r a pour équation vectorielle paramétrique
- LosO sin ¢

_ y _0OC + C | smB sind 96[0 o
Ac 2 (= OA + mws(’p 4>€[°’Y])
\‘Q—th N0 |R+

Profitons de définir I’angle entre deux sphéres! Soit ¥ et ¥/ deux spheéres dans 1’espace, centrées

respectivement en C' et C’, et P un point commun. Alors I'angle que font les sphéres en ce point
P est 'angle que font les plans tangents en P. Puisque le vecteur C‘P% est normal au plan tangent
a X en P, cet angle a est simplement donné par ’angle entre les rayons ﬁ et C'P

On le calcule par exemple grace au produit scalaire, puisque
T o
—~> CP.-C'P=||CP||-||C"P|| cosa = 1+ cos a.

Remarque 3.3. En général deux sphéres sécantes se coupent en

Pourquoi I'angle entre les sphéres est-il le méme en chacun des points d’intersection ?

7 5!
>
\/

Exemple 3.4. Calculons ’angle entre les sphéres ¥ et >’ données par les équations

1
Yoyt =1 et E':x2+(y—1)2—|—22:z.

C(o~,o/.o) ot r=4 ok C’(O-,fl-,o) of r:I_Z
_>
?f\ zl 6b\r wn wrc‘x, Sil‘wé &am W P\mm __L CC,I = ( )
-4

e o L cc' =
. Dows ACPC' ) ow (,omvxuﬁl‘ CP = 4] P = 3 e
b ow Lolo«,lx. A e \qouﬁel& b Prdoreme due tostnus,

A \VUv -((,\’\I\OJL : é\fb\rbkw'v\c,r WA (w‘rP de Z(\Z (Pw( CXM‘LL
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