Corrigé série 25 Euler 3éme année

Corrigé série 25

Exercice 1 (10 points)

2
1
a) Soit [ = / dx. Par le changement de variables y = x — 1, on voit que
1

+ T —
1
1
I:/ —dy,
o+ Y

et on sait par le Théoreme 1.3 des notes que cette intégrale diverge.

2
1
b) Soit I = dx. Effectuons le changement de variables y = x — 1. Alors, on a
) /1 v g y
1
1
I = /0 . W dy,

qui existe par le Théoréme 1.3. (En fait, I = 2.)

2
1
c) Soit [ = / ——— dz. Effectuons le changement de variables y =z — 1. Alors, on a
1

@)
1
1
o+ Y

qui diverge par le Théoréme 1.3.

d) Notons que, pour tout z €]0, 1],

2 x3 ) 5 1
$— E— — .« .. LI —
e—1+x+2!—|—3!—|— <l4+z+4+z°4+2"+ T
: x
Par suite, e*—1< —1= ,
11—z 11—z
. 1 1—=z
et comme e” — 1 > 0 pour tout = €]0, 1, en prenant les inverses, PR > = ——1.
er — x x

Ainsi,

1 1 1
1 1 1
/ dx>/——1d:v:/—d:z:—1.
0+€x—1 o+ L o+ T

1 1
1 1
Mais, / —dx diverge, donc / dxr diverge aussi.
0 0

+ T +€x—1
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Exercice 2 (10 points)
a) On a que

1
/ Inzdr=(1-In1—1)— lim (ylny —y) = —1.
0

+ y—0+

b) Soit y = x + 1. Alors,

/_oo(m+1)2+4 v /_ooy2+4 v 4/_00 (y)2 o
3 +1

1., Y . Y ™
= — | lim <arctan —) — lim (arctan —) = —.
2 |y—oo 2 y——00 2 2
c) En utilisant la décomposition en éléments simples, on trouve que
* 3r-1 < Ax < 3 <1
——————dr = d dr — —d
/1 @2+ 1) /1 Az 11 x+/1 a1 /1 —
1 > 3 >
— {5 log(4x® + 1)} + {5 arctan Zx} — [log z]
1
o 3
= [log\/4+1/x2} +Z(7T—2arctan2)
1

1
3
+ — (m — 2arctan 2) .

2
N

e
1

= log

d) On a que

/ b d li ' in0=_
—— AT = 1111 arcsin x — arcsin = —.
o Vi—a T\t 2

e) Effectuons le changement de variables u = x — 1. Alors,

1—/00;@—/00;@
S ave—1 7 Jor (wt+DVu

Maintenant, effectuons le changement de variables w = /u. Alors, dw = ﬁdu et on trouve
que

[e.9]

< 1
I= 2/ 5 dw = [2arctanw|; = 7.
o w+1

Exercice 3 (10 points)

a) Effectuons le changement de variables t* = e” — 1. Alors ¢(t) = In(t + 1) et ¢/(t) = 75, donc

& 1 1 2t
——dxr = - dt =7 — 2arctanve — 1.
/1 Ver — 1 /rlt 211
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b) Effectuons le changement de variables x = ¢(t) = 2. Alors, ¢/(t) = 2t et donc

I—/ eﬁdx—/ 2te~t dt.
0 0

En intégrant par parties, on trouve que

I = [—Qte_t]go + / 2e~tdt = [—Qte_t — Ze_t}go = 2.
0

1
c¢) Effectuons le changement de variables ¢ = tanz. Alors ¢(t) = arctan(t) et ¢'(t) = LT donc

/2" 1 | 1 | 1
/0 At tanls /0 4+ 2+1 /0 3(t2+1)  3(t2+4)

1 1
=3 (arctan co — arctan 0) — 5 (arctan oo — arctan 0) = 17T—2

Exercice 4 (10 points)

Faux. Par exemple, prendre f(z) =1 et g(z) = —1.
Vrai. Effectuer le changement de variables y = 1 — x pour le voir.

Faux. Voir 'Exercice 5.
5

Vrai. Comme f est continue, I'intégrale f(z) dx existe. Ainsi, la somme des trois intégrales

0
sur les intervalles | — 00, 0], [0, 5], et [5, co[ existe aussi.

Exercice 5 (5 points)

Rappelons que
1 1 1

I 4=1,
2 * 4 - 8 *

On voudrait utiliser la convergence de cette série infinie. On construit f(x) comme suit. Pour
chaque n =0,1,2,..., on pose

2n+1(n—f—1)2(x—n) Slx € |:n’n+Wll+n)i|’

f(x): _2n+1(n+1)2(x_n_m) silx € |:H+Wll+n)’n+m]’
‘ 1
0 Sle[rH—m,nle}

Tout cela semble compliqué, mais 'idée est simple. Dans chaque intervalle [n,n + 1], f(z) fait un

triangle isocéle de hauteur n + 1 avec une base étroite de longueur m (Donc, en générale,
n

sur la plupart de lintervalle, f(x) est nulle.) Note aussi que f n’est pas bornée, et que l'aire du

triangles de l'intervalle [n,n + 1] est (Voir le diagramme ci-dessous.) Donc, on a décrit une

2n+1 :
fonction non-bornée f telle que [° f(z) dz < co.
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Exercice 6 (10 points)

a) La fonction est croissante sur l'intervalle [0, 1[. Ainsi, pour tout ¢ € [ay, b], on a que

— X

1 1 1 s 27
= |2km + =, 2km + 2|
1—t€{1—ak’1—bk] { ThgATT

Par conséquent,

. 1 S o T \/§>1
1n e m - = — —
AT )73 T e T2

pour tout t € [ag, bgl.

b) Par la derniére partie et le fait que 1

| 1 1 /% 1 1 1
. d >_ d >—.b_ . = — . .
/ak 1—:58”1(1—:5)‘ x—z/ak e A A e R

c¢) Observons que si k # m, [ag, bg] N [am, by] = 0. Observons aussi que [ag, bg] C [0, 1[ pour tout

est croissante sur l'intervalle [0, 1[, on trouve que

k=0,1,2,.... Ainsi, il est immédiat de la derniére partie que
1~ n
1 1 1 1
i dr > — .
/0 -2 Sm(1—g;)‘ v2 50 Grs

k=0
diverge. Ainsi, par la derniére partie, l'intégrale

L 1
/ sin(—)‘dw

d) La somme Z
£~ 6k +2

diverge.
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Exercice 7 (10 points)
a) Observons que si z €]0; 1],

|Inz| =1In—
Pour montrer que
1 1 < 2
n J— [EN—
r T Jx
il suffit de montrer que
1 v
- =
Comme, pour tout y € R,
vy
y LA AT
e—1+y+2!+3!+ ;
on a que
2 2
N
Comme z > 0, il est maintenant clair que
1
Ve > 2
x

b) En utilisant la premiére partie, on a que

1
/0+

. U lng
Il suit que / T2 dx est absolument convergente, donc convergente.
o+ x

Inz
1+ 22

L 2 )
dr < ——dz < —dzr =4,
x_A+ 371/2“—1'5/2 ‘ o+ \/E .

Exercice 8 (10 points)
x b

a) Pour tout = € [a,b], soient F(z) = / f(t)dt et G(x) = / g(t)dt. Si / g(z)dx converge,
alors, par définition, la limite lirgl G(:);)aexiste. Notons que 0 Sa F(z) < G(:E)Li)our tout x € [a, b[.
T—0—

Ainsi, on a que
0 < lim F(z) < lim G(x),

z—b— z—b—

c’est-a-dire que

Og/abf(x)dzzg/abg(x)dx<oo.

Par conséquent, / f(z) dx converge aussi.
a

b) Cette partie est la contraposée de la partie précédente.
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Exercice 9 (10 points)

a) Supposons que f(z)dx converge pour un certain ¢ €|a, b[, c’est-a-dire que les intégrales
a+

/ f(z)dx et / f(z) dx convergent. Soit d €]a, b[. Supposons que d > c. Alors,

/f dx_/f dm+/f
:/a+f(a:)dx+/c f(x)der/db_f(l’)dx
_/ajf(x)dx+/db_f(x>d$

Ainsi, / f(x) dx converge pour d aussi. De méme, / f(x) dx converge si d < ¢ aussi. Ainsi,
at at

fab; f(x) dx converge pour tout autre d aussi.

1 (&
b) Prendre f(x) = —, a = —1, et b = 0. Pour tout ¢ €|a, b, on a que / f(z) dx converge, alors

que / f(z) dx diverge.

Exercice 10 (10 points)

12 4 1/2 1 12 4
/ L < / —dx§23/ Lo
o+ " o+ 2'(1—x)° ot "

1/2 1
Il suit que / ———— dx converge si et seulement si r < 1.
or 2 (1—a)°

a) Observons que

-
1
b) On peut prouver de la méme fagon que / dx converge si et seulement si s < 1.

1/2 2"(1 —x)*
c) Cette partie suit immédiatement des deux premiéres parties.



