Corrigé série 24 Euler 3éme année

Corrigé série 24

Exercice 1 (20 points)

a) On a
1 1

22422+5 (z+1)2+4

1 ; r+1 n
—arcta .
2r n 5 c

Les primitives sont donc

b) On a
3 —6 3 —6 _ar+b  cx+d

x4+6x2—|—8:(x2+4)($2+2) x2+4+x2—|—2'

En mettant au méme dénominateur et en comparant, on obtient le systéeme d’équations

(a—i—c:l (a:2

b+d=0 b=3
=

20 +4c =0 c=—1

\2b+4d:_6 \d:—3

La décomposition en éléments simples est alors

20+ 3 3:+3_ 2x . 3 T 3
2244 2242 2244 2244 2242 a2+42
B 2z +3 1 1 2z 3 1

w?+4 43P+ 1 28742 2(F)+1

Les primitives sont donc

3 1 3
In (2% 4+ 4) + 1 2arctan (g) -3 In(x? +2) — 5 V2arctan (%) +c
=In (x2 + 4) + §alrctan (£> — 1ln(x2 +2)— iarctan (i) +e
- 2 2/ 2 V2 V2

1(x2+4)+3 ; (x) 3 " (x>+
=1N| — —arctan | — ) — —=arctan | — C.
2+2) 2 2/ V2 V2
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c) On a

1 1 _a bx +c

= + .
»+1 (z+1D@>—-2+1) x4+1 22—2+1
En mettant au méme dénominateur et en comparant, on obtient le systeme d’équations

a+b=0 a=1/3
—at+btec=0 ©b=-1/3
at+c=1 c=2/3

1 1 x-2
3(x+1) 3a2—zx+1

1
Une primitive de la premiére partie est donnée par 3 In |z + 1.

La décomposition en éléments simples est alors

1
Pour la deuxiéme partie, on compléte le carré, puis on fait le changement de variables u = x— 5 .

T —2 r—2  u—3 u 3
2

1 1
22—z+1 (z—12+3 243 u2—|—%_ u? + 2

()7 +1

QO W~

3
2
Une primitive est donc

1 2 1 2z — 1
51n<u2+z>—2'§arctan(\/—%) :§ln(x2—x+l)—\/§arctan( x\/g )

Les primitives de sont donc

3+ 1

In ( (z+1)* ) arctan (2“”_1>
1 1 3 2¢ — 1 z2—2x
—1n(|x+1|)——ln(xQ—x+1)+£arctan ’ +c= 2y V5 +c.
3 6 3 V3 6 V3
Aprés division euclidienne de 2° par 22 — 1, on obtient

B 2y 22

-1 3 —1

On peut directement trouver les primitives, qui sont

23 In|z® —1]

3 3
On aurait aussi pu passer par la décomposition en éléments simples, qui est
2 20 +1 . 1
32 4+x+1) 3xz-—-1)

+ c.

On obtiendrait alors les primitives

31 1 3 Infa® -1
%+§ln(x2+x+1)+§ln(a:—1):%—l—%—i—c.
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Exercice 2 (10 points)

a) La décomposition est

-2 .
o +3:4—1

Ainsi, I'intégrale vaut

2 1
{% — 22 + 2In(|z + 1|)} =2In2—1.5.
0

b) La décomposition est
1 1 1

2 a:—1+2(:1c—2)'

Ainsi, I'intégrale vaut

1 1 -
{5 In(|z]) — In(Jz — 1]) + 3 In(|lz — 2|)} =1.5In3—-25In2.
—2
c) La décomposition est
3 2

r—2 x+1

Ainsi, I'intégrale vaut

3In(|z — 2|) — 2In(|z + 1])]5 = 10In2 — 2In 7.

Exercice 3 (10 points)
1 1
a) On a f'(z) = a, donc L(x) :/ V14 a?dxr = V1 +a2/ ldr = V1 + a?.
0 0

b) On suit 'exemple 1.2 des notes de cours et on obtient %.
1 1
c) L(z) = / \/1 + sinh?(t)dt = / cosh(t)dt = [sinh(t)]y = sinh 1.
0 0

Exercice 4 (10 points)

a) Si f est une fonction réelle, alors I'expression /1 + f’(z)? ne prend que des valeurs strictement
positives. Ainsi, la longueur de la courbe sera toujours strictement positive, a part dans le cas
trivial ou les bornes d’intégration sont confondues.

b) Vrai.

c¢) Faux. L’écriture correcte est 1 — —2

1+x°
d) Vrai.
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e) Vrai.

Exercice 5 (10 points)

a) Avec le changement de variables ¢(t) = In(t), on a

! 1 ¢ 1 1 ° 1
- dr = p T R odt= [ o dt.
o 2coshx + 2sinhx +1 1T++T_+1 t 1 22+t

Avec la décomposition en éléments simples, on a

112

224+t A+ 1

L’intégrale est donc égale a
(Int)|] — (In(2t +1))|] = 1+ In(3) — In(2e + 1).

b) Avec le changement de variables ¢(t) = 1 + sin(t), on a

- cos(t) dt.

2 7T/2 1
- cos(t _—
/ 1—1—\/2x—x2 / 1+ /1 —sin(t /0 1 + cos(t)

En utilisant ensuite le changement de variables ¢(s) = 2arctan(s), on remarque que cos(t) se
2

S .
transfome en ——, donc l'intégrale est égale &
14 s2

1 2 1
1 1- 2 1— 2
/ 7 iy dSZ/ Sds—/—l—i——ds
0 1+ 148 1+ o 1+ 82 0 1+ 52

= (—8)\(1) + (2 arctan(s))|é - 14+ =,

Exercice 6 (10 points)
1 — cos(2t)
2

@ T 1~ cos(2t T
/tsinQ(t)dt:/ t-ﬂdt:/ —dt——/ t cos(2¢) dt
0 0 2 0 2 2 Jo
1 \[F 1 1 ES! 1, 1 1 [°
= (Zt2> 3 <(t : 5s,m(zzf)> O —/0 58111(275) dt) = sz -1 sin(2z) + 1/0 sin(2t) dt

a) En utilisant que sin?(t) = et I'intégration par parties, on trouve

1 1 1 1 | 1 1
= ng — 3¢ sin(2z) + 1 (—5 Cos(2t)) ) = ZxQ — 3¢ sin(2z) — 3 cos(2zx) + =

[0 = gosin(e) cos(a) — £(1 = 25*(a)) + 5 = 70 — Ssin(e) cos(a) + 7 sin’()
=-—x°— =8 cos(xz) — =(1 —2s —=—a°——xs cos —s

28~ pesin(@ ) =g in“(x 5 = 1% —gosin(@ z) + 7 sin(z
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b) Avec le changement de variables s = v/t + 1, on trouve p(s) =t = s* — 1, ¢/(s) = 2s et si
t € [0;z], alors s € [1;4/x + 1]. On a donc, en faisant une intégration par parties,

T Va+l Va+l
/evtﬂdt:/ e’ 2sds = (23-68)\1“1—/ 2¢° ds
1 1

= (2s-¢€° —2¢° )|1 = 2Vz + 1eV™T — 2eV*H — (2¢ — 2¢)
=2eV" 1 (Vz+1-1)

2

¢) Avec le changement de variables s = tan £, on trouve ¢(s) = t = 2arctan(s), ¢'(s) = 211 et
1— 2

sit € [0;z], alors s € [0;tan(F)]. De plus, on remarque que cos(t) se transforme en T 82. On
s

a donce

x 1 tan(%) 1 2 tan(%) 1 2
[l [ e,
o 2+ cos(t) 0 2+5% 241 0 |

tan(%) 2 2 tan( ) 1 2 s
/0 34 st 3/ 173 (farc an(\f»
2

2v/3 (tan z
= Tarctan

tan(3)

Exercice 7 (10 points)

a) Sid>b,ona /b ! dx—(ln(d—x))|b—lnd_b
! T4t « =My

—a
Pour d < a, on trouve la méme réponse.

o b—d) T (@—d

1—n

a

b 1 _ 1-n
b) On calcule, pour n > 2, /a (x——d)” dz = (_(961 _d)n )

c) Comme f est négative sur 'intervalle considéré, I'intégrale est négative ; elle vaut —In(1 + e).

Ainsi, laire géométrique vaut | — In(1 + e)| = In(1 + e).
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Exercice 8 (10 points)
a) On a

pzi1)p(x;) = (@1(%) N S01(5":1'1)) .

p2(wi) — pa(Ti-1)
Hsﬁ(ﬂﬁz‘—l)w(ﬂfii

b) On applique le théoréme des accroissements finis pour obtenir 'existence de ¢; et de d; tels que

Ainsi, ,
= (p1(xs) — p1(wi1))? + (@2(@:) — 2(wio1))?.

b—a

o1(25) — p1(zim1) = - ¢ (ci), et
b—a

(1) — pa(wi1) = - ©5(ds)

La propriété suit alors directement en utilisant ces deux équations et 'égalité obtenue plus

haut.
La fonction f(t) est intégrable sur [a,b] car elle est continue sur cet intervalle.

Cela découle des points précédents.

)
)
e) On trouve bien évidemment 27r.
) Faux. L’intégrale vaut 27 dans les deux cas.
) On calcule

23
L:4/ 3 gin(2¢) dt = 6.
0 2

h) On calcule
|2 cos(t/2)|dt = 4/0 cos(t/2)dt = 8 (sin(t/2))|; = 8.

—T

. . .
7 0.5 10 15 2o




