Analyse Avancée II — PH
EPFL Corrigé 11-A

Exercice 1. Théoréme de la moyenne sur des courbes

Soit f € C%(2), 2 C R™ un ouvert et I' C  une courbe simple et réguliere telle que v € C*([a, b], R")
est une paramétrisation simple et réguliere de I'.
Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

Correction.

On a

ﬂM/fuvw

Soit g = fo~ : [a,b] — R. Par composition, on a que g € C%([a,b]). Par conséquent, la fonction
g = fo~:la,b] = R prend son minimum et son maximum sur [a,b] et on a, pour tout t € [a, b],

min g(s) < g(t) < max g(s)

s€la,b] s€la,b]
& SEE%] f(v(s) < f(r(?)) < e f(v(s))
& srglg]f( YDA < FAEIF®] < Srél[gf;]f(v(S))H"Y(t)H
& min f(7(s))long(r ]/ FOENIOI < max £ (s)long(r)

& min [(1(s)) mg/f|wwmmﬂm

s€la,b] s€la,b]

Par le théoreme de la valeur intermédiaire appliqué & g = f o+, il existe ¢ € [a, b] tel que

FO(6)) = ot [ 140

Exercice 2. Différentiation de Lebesgue - Preuve alternative

Soient 2 C R™ un ouvert et f € C%(). Soient xp € Q et T' C © une courbe simple et régulicre,
paramétrée par v € C([a,b], R™) une paramétrisation simple et réguliere de I telle que v(a) = 0.
On considere pour ¢ €|a, b] la courbe I'; C T" définie par le morceau de courbe de I" allant de y(a) a
~(t). Finalement, on définit la fonction g :]a,b] — R par

1

70 Tongt) Jr,

Montrer en utilisant le théoreme de la moyenne que

lim g(t) = f(zo)-

t—a™t

Correction.



On a g(t) = long/ fdi. Par le théoreme de la moyenne, il existe ¢ € [a,t] tel que g(t) =

f(y(c)). Or fovy e Cla, b]) donc si t — at, comme ¢ — a™, on a

lim g(t) = f(v(a)) = f(z0).

t—a™t

Exercice 3. Facultatif - Théoréme de la divergence sur un pavé
Soient R = [a,b] x [¢,d] C  C R? avec Q ouvert et F' € C1(Q,R?). On définit la divergence de

F = (f1, f2) par

af1+%

F= .
v or oy

Montrer que

/ V-Fdazdy:/ (F,v)dl,
R OR

oli, pour un c6té du rectangle R, v désigne le vecteur normal pointant vers I’extérieur.
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Correction.
D’une part

//v Fdxdy_// <8fl+af2>dydx
:/a / %J;ldydwr/ab/cd?;dydw
-/ ‘ [ syt [, - o,
d

b
- / (fi(b.y) — fulary))dy + / (fal,d) — fol, ) da.

D’autre part, on cherche a calculer / (F,v)dl. Notons A = (a,c), B = (b,c), C = (b,d), D = (a,d).
OR
On a ainsi

/ (F,v)di = / (F,v)dl + / (F,vdl + / (F,vdl + / (F,v)dl.
OR [A,B] [B,C] [C,D] [D,A]



De plus,

(0,—1) sur [A, B],
(1,0) sur [B, C],
Y= (0,1) sur [C, D],
(—=1,0) sur [D, A]

D’ou

/(F,y>dl:/ —f2dl+/ fldl+/ fzdl+/ —fdL.
OR [A,B] [B,C] (C,D] [D,A]

Les segments peuvent étre paramétrisés comme

[A, B] = {(z, ¢)|z € [a, ]},
[B,CT = {(b,y)ly € [¢,d]},
[C, D] = {(z, d)|x € [a, 0]},
(D, A] = {(a, y)ly € [¢,d]}

Ainsi,

A,B a

/[B,C] frdl = / ' fi(b,y)dy,
/[CD] fadl = /b fo(z,d)dx
/[DA_fldl / fi(a,y)d

/ V-Fdxdy:/ (F,v)dl.
R OR

On retrouve donc

Exercice 4. Facultatif - Formule de Green-Riemann
Soient R = [a,b] x [¢,d] C © C R? avec Q ouvert et F' € C'(Q,R?). On définit le rotationel (en
deux dimensions) de F' = (fi, f2) comme
dfs  0h

P22 Yt
VA Oz oy

Montrer que

/ V/\Fd:L‘dy:/ (F,7)dl,
R OR

ol pour un coté du rectangle R, 7 est le vecteur unitaire directeur de ce coté et orienté avec la
convention que 1’on parcourt le bord du rectangle dans le sens trigonométrique, comme représenté sur
le schéma ci-dessous.



D=(a,d)  7=(-1,00 C=(bd)

d
7 = (0, —1)[ R T7' =(0,1)

‘ A=(a,c)  7=(1,00  B=(be)
a b o

Correction.
D’une part,

[[onrasay= [ [ (225 e
:/d/b%?dxdy—/b/d%hdxdy
cd a a Je yb
= [ (avc3) = ey = [ (i) = Ao

D’autre part

/ <F,T>dl:/ <F,T>dl+/ <F,T>dl+/ <F,T>dl—|—/ (F,)dl,
OR [A,B] [B,C] [C,D] [D,A]

avec la paramétrisation

[A7B] = {(:ch)’x € [a’ b]}v
[370] = {(b7 y)‘y € [C> d]}:
[Ca D] = {($,d)|l‘ € [(I, b]}v
(D, Al = {(a,y)ly € [c,d]},
et

(1,0) sur [A, B],
_}(0,1) sur [B, C],
= (—=1,0) sur [C, D],
(0,—1) sur [D,A].

On obtient

/a REETE / o)+ / " b y)dy - / i d)de / * ha(a)dy.

On a ainsi montré que
// VA Fdzdy = / (F,7)dl.
R AR

4



Exercice 5. Facultatif - Intégration sur un domaine non borné
Sous certaines conditions sur f € C°(R?), on peut poser la définition

J[ swaazan= [ [ ezt = [ [ sepanas = [ st asan

o Dy = B((0,0), N) est le disque de rayon N et centré a l'origine.

En calculant
// e_r2_92da:dy,
RZ

déduire la valeur de

Correction.
D’une part, par un passage en coordonnées polaires, on a

2_,2 2w N 2 1 21N N2
// e ¥ Y dady = / / e " rdrdd =27 [—er } = (1 —e” ) -7
Dy o Jo 2 0

pour N — oco. D’autre part,

+oo oo +oo oo
// e‘x2_y2dxdy—/ / e‘xQ_dexdy—/ e_yQ/ e~ dady
R2 —00 —00 —0o0 —0o0
“+oo +o0 +00 2
:/ e’”zdx/ e*dey = </ erd.’E> .

/ e dr = V.

—0o0

On en déduit

Exercice 6. Révisions - Longueur d’une courbe paramétrée
Soit T" la courbe paramétrée par ~(t) = (¢sin(t), t cos(t)),t € [0, 1].
Calculer long(T").

Indication : on pourra utiliser que cosh?(z) = cosh(2z)+1

2
Correction.
On calcule 4(t) = (sin(t) + t cos(t), cos(t) — tsin(t)). On a

|5(1)[|? = (sin(t) 4 t cos(t))? + (cos(t) — tsin(t))? = 1 + 2.

D’ou
1 1 argsinh(1) argsinh(1) h(2 1
long(T") = / 1) dt = / Vit ed = / cosh?(u)du = / cosh(2u) +1,,
0 0 ) 0 0 2
t=sinh(u)
1 1 argsinh(1) 1 argsinh(1) 2 1
= {4 sinh(2u) + Qu] ) = [2 sinh(u) cosh(u) 4+ 2u:| ) = \2f + iargsinh(l)

ou on a utilisé que



Exercice 7. Révisions - Dérivée d’une intégrale dépendante d’un parametre
On donne F :]0, +oo[— R définir par

F(t) = /tm cos(z*t) g,

X

Calculer F'(t).

Correction.
On utilise la formule pour calculer :

,cos((mt)? - t)
7t

,cos(t? - t) ™ 9 cos(x?t)

F/(t) = (1 G

ce qui donne

2t3 t3 Tt 2 2t3 tS =7t
F(t) = cos(m?t?)  cos(t”) +/ sin(x t)xde _ cos(m*t?)  cos(t”) +/ _ sin(z?t)udz.
t T

/ ot T [ t

D’ou

_cos(m?t?)  cos(t?) n cos(x?t)
2t 2t

F'(t) = —
*) t t 2t

™ 3cos(n?t?)  3cos(t?)

t

Exercice 8. Révisions - Inversion des bornes dans une intégrale double

Calculer Lo
—x
/ / g:Ue%yz_ydyda:.
tho

<zr<l,0<y<1— xQ}. On esquisse tout

Correction.
L’intégrale est sur le domaine D = {(z,y) € R? :
d’abord le domaine

win

Comme pour z > 0, y = 1 — 22 est équivalent & x = /T — y, on peut réécrire le domaine comme

gxgﬂ}.

i

D:{(m,y)eR2 0<y<

| ot
wil N



Ainsi,

1=a® V=Y |
/ / £$610y _ydyd.'E _/ / ;xe 10y ydxdy
0

En observant que

on arrive a

1—x2 _5
/ / L$610y “Ydydz = [—el%gﬂ_y}y = e84 1=1—¢ 1.
0



