Analyse Avancée II — PH
EPFL Série 11-A

Exercice 1. Théoréme de la moyenne sur des courbes

Soit f € C9(), 2 C R™ un ouvert et I' C Q une courbe simple et réguliere telle que v € C*([a, b], R™)
est une paramétrisation simple et réguliere de I'.
Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

FO(6)) = oty [ 140

Exercice 2. Différentiation de Lebesgue - Preuve alternative

Soient Q2 C R™ un ouvert et f € C%(). Soient xyp € Q et T' C  une courbe simple et réguliere,
paramétrée par v € C1([a, b], R") une paramétrisation simple et réguliere de T telle que v(a) = zo.
On considere pour ¢ €]a, b] la courbe I'y C T' définie par le morceau de courbe de I' allant de v(a) a
~(t). Finalement, on définit la fonction g :]a,b] — R par

g(t) !

= di.
long(Ty) th

Montrer en utilisant le théoreme de la moyenne que

lim g(t) = f(z0)-

t—a™t

Exercice 3. Facultatif - Théoréme de la divergence sur un pavé
Soient R = [a,b] x [¢,d] C © C R? avec Q ouvert et F' € C'(Q,R?). On définit la divergence de

F = (f1, f2) par

_Oh  0h
_8x+8y'

//V~Fdxdy:/ (F,v)dl,
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ou, pour un c6té du rectangle R, v désigne le vecteur normal pointant vers ’extérieur.
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Exercice 4. Facultatif - Formule de Green-Riemann
Soient R = [a,b] x [¢,d] C  C R? avec Q ouvert et F' € C1(Q,R?). On définit le rotationel (en
deux dimensions) de F' = (fi, fo) comme
Ofs  0fi

F=-—=—-—
VA Oz oy

//V/\Fdﬂsdy:/ (F,T)dl,
R OR

ol pour un co6té du rectangle R, 7 est le vecteur unitaire directeur de ce coté et orienté avec la
convention que ’on parcourt le bord du rectangle dans le sens trigonométrique, comme représenté sur
le schéma ci-dessous.

Montrer que

D=(a,d  1=(-1,00 C=(bd)

d
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‘ A=(a,c)  7=(1,00  B=(be)
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Exercice 5. Facultatif - Intégration sur un domaine non borné
Sous certaines conditions sur f € C°(R?), on peut poser la définition

J[s@asan= [ [ sesar= [ [ s gin [ segaan

ou Dy = B((0,0), N) est le disque de rayon N et centré a l'origine.

En calculant
// e_xQ_de:cdy,
R2

déduire la valeur de

Exercice 6. Longueur d’une courbe paramétrée
Soit I" la courbe paramétrée par ~y(t) = (¢sin(t), t cos(t)),t € [0, 1].
Calculer long(T").
Indication : on pourra utiliser que cosh?(z) = %



Exercice 7. Dérivée d’une intégrale dépendante d’un parametre
On donne F' :]0, +00[— R définir par

F(t) = /tﬂ cos(z*t) g,

T

Calculer F'(t).

Exercice 8. Inversion des bornes dans une intégrale double

Calculer Lo
—T
/ / ﬁaje%ytydydx.
2ho



Réponses

Exercice 6.

2 1
long(T") = \2[ t3 In(1+ v/2).
Exercice 7.
/ 3 2,3 3
F'(t) = 5 (cos(m?t?) — cos(t?)) .
Exercice 8.
1 pl—a?
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