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Nous commencons ce module par quelques rappels de géométrie vectorielle. Nous établirons
ensuite des formules de calcul de I'aire d’un triangle ou d’un parallélogramme dans le plan, puis dans
I’espace. Nous verrons comment le calcul des aires et des volumes est lié a celui des déterminants.

Nous travaillons dans un repére orthonormé, disons le repére canonique.

Rappel : Projection orthogonale d’un vecteur d sur un vecteur b.
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De la projection orthogonale de(:(')ule I’expression trigonometrique du produit scalaire :
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1 L’aire d’un triangle dans le plan

a c
Considérons u = ( ; ) et U= ( g ) deux vecteurs du plan muni d’un repére orthonormé.

—
Construisons des fleches OU et OV d’origine O qui représentent les vecteurs 4 et .

Plagons encore le point W tel que OUWV soit le parallélogramme construit sur o et v.

Proposition 1.1. L’aire du parallélogramme OUW'V est égale a la valeur absolue du déterminant

a ¢

ldet(ﬁ;z?)\: .

:‘ad — bc.\

Démonstration. En choisissant pour base [OU |, laire du parallélogramme OUW 'V vaut

o(OUWYV) = ” % ” “ ” ou V ol L\ Q OTHI\O do \7 sur N

-b o 2
Or, un vecteur perpendiculaire & 4 est 77 = ( o ) OV\ O uwnst “ ” - “ \J a+b
1N | ;r? \7 ~
doow Vo= S ¢\ [-b
R | ( d)' | «
Ainsi, la hauteur du parallélogramme vaut “ V =
I

wll I\ &

~ (-b) + c’Jva’ b I__

et son aire o(u; ) = M“' ‘ ¢ - — l 0\0- c | =
LT L

IDLCL(UL',V)l
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*)
Corollaire 1.2. L’aire du parallélogramme OUW'V vaut(\/HuH2 |U]]2 — (4 - ¥)2. = I n “ V SM R

—

Démonstration. Il suffit d’utiliser le fait que (@-7)* = ||u||2 ||17||2 cos a et que sin® a+cos?a = 1.

(*)2 =) “U- NV - (_7 -\?)z: Hb_: ~ % sin (o() on ou tsole Al “Je)

Puisque I'aire d'un triangle vaut la moitié de celle du parallélogramme correspondant, on obtient

immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.3. 5% 1@ ( ) et zﬁ ( ), laire du triangle AABC' est donnée par

Exemple 1.4. Sur l'illustration précédente, I'aire du parallélogramme QOUW'V vaut

deb (257) [= |17 21] = [wrsae <)ol

ce que confirme un comptage manuel a ’aide de la grille.

a c
b d

2 Définition du produit vectoriel

Pour calculer le volume d’un parallélépipede dans ’espace nous introduisons un produit tres

particulier qui n’existe que dans R?. V:,)

a d
Définition 2.1. Solent ¢ = b et U = e deux vecteurs de k%
¢ f
Le produit vectoriel i AU, aussi noté u x v, est le vecteur
N Wc&tgo" ; N\ wross
UNU = = - &C

&,e,—boL

Une autre facon de calculer @ A v est d’utiliser une sorte de déterminant :

& 2 R . )
t e eé)z i = <E9~(,e,)€4 + (Co&—&’(‘) e, A—(ac-k«l)ez

—_—
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4 0 ° e
Exemple 2.2. Le produit vectoriel & A &, = o | A 4 = |0 - 73
0] 0 4
0 -
- -2 o 4
- - | © = -8
ek g, N € _.(4 A(O = 3
2 1 o ) =

Remarque 2.3. Attention, le produit vectoriel n’est pas un produit dans le sens de ceux que nous
avons vu pour les nombres réels. Par exemple si @ A ¥ = 4 A w, alors en général v # .

D’autre part ce produit est anticommutatif : changer I'ordre des vecteurs change le sens du produit
vectoriel. Le produit vectoriel n’est pas non plus associatif. Il est par contre distributif dans le cadre

de I’addition et de la multiplication externe donnée par la structure d’espace vectoriel de R3.
Proposition 2.4. Soient @, 7 et @ trois vecteurs de R3 et A € R. Alors

a) WA =0.
R
b) TANU=—UNT. (OW\)D'l wW\Mu.l'o\:"i \r‘\‘b)
AT) N = AN D). . AN
S &M‘\‘M‘ow“Iw\'o
d) @A (T+d) =uTAT+ TN
Démonstration. Les propriétés b) et d) seront montrées en exercice.

y a - d. A
Montrons la propriété c) .SO\'\' w = ( b ) e V=|e LT
c

A )\\a@ —>\LL bgac_c -~ >
(i\t Ale] = ldhe ~fXe :.>\ de_ba) = X(u/\v)

de f hoe ~Abd oe - bd

Montrons que la propriété a) découle des propriétés b) et c) :
-~

- =3 lo - ~7C_) - 4)_9
O::ll/\: :>—-u/\u:—((,\/\u~_ oo

._‘L>
I
.Le g—o./u\ \'CC/\VE)JJ é'{)"”\ o Sow omomé esG \,Q,\FCL('M V\AA\ O .
)
= & = kAR = O.
O

Nous arrivons maintenant aux propriétés intéressantes du produit vectoriel, celles qui nous

permettront de nous représenter géométriquement dans l’espace ce nouveau vecteur.
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Proposition 2.5. Le produit vectoriel i A\ v est orthogonal a u et a v.

Démonstration. Utilisons notre critére d’orthogonalité favori. Montrons que

Iy [V A. 0- k%—c_ﬁ
b | bl A | e = b || cd- of
¢ ¢ f ¢ oe - bd

3 La longueur du produit vectoriel

Nous connaissons déja la direction du produit vectoriel de deux vecteurs. S’ils sont colinéaires,
le produit vectoriel est nul, sinon il est orthogonal au plan formé par les deux vecteurs.
Il nous reste & comprendre quelle est sa longueur et quel est son sens.

Pour calculer la longueur nous avons besoin d’une égalité remarquable.

Lemme 3.1. Soient a,b,c,d,e et f six nombres réels. Alors

(bf ee)* = (af =de)*+(ae=bd)? + (ad + be + cf)* = (a* + b*> + *)(d* + &* + f?)
\OFQ,(_ -1atde ~20e b 4 2cdbe + 2 edely 2bee
Démonstmtzon Il suffit de développer les deux cotés de 'égalité.

Dans le membre de gauche apparaissent ‘_’5 produits de carrés ainsi que des doubles produits;

ces derniers s’annulent tous deux a deux. Dans le membre de droite, seuls des produits de carrés

apparaissent, qui sont exactement les mémes que les produits de carrés du membre de gauche. [

L’interprétation vectorielle de cette identité est une relation entre les normes des vecteurs u, U,

i A\ U et le produit scalaire 4 - ¥.

Proposition 3.2. Identité de Lagrange. On a  ||[@A@|* + (u - 7)? = ||a]|?||7]]2.

a
Démonstration. En posant t= | b |etd=1| e |, Own OUHW‘I {XM\' cuA-c,w(r
c f

\Lvu\.wvb %-d_ [
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Nous sommes enfin préts a montrer le grand résultat de la semaine!

Théoréme 3.3. Le produit vectoriel © N\ U est un vecteur orthogonal a U et a U dont la longueur

est Uaire du parallélogramme de cotés u et v. En particulier, si o est l’angle entre @ et U,
| A U] = ||a|| ||7]] sin(«) ( o« € [O;fh:l = S 2 O)

Démonstration. L’identité de Lagrange nous apprend que

et = (NI ITI- (Z9)% qui, gl cocllote 4293
unal' ‘—Q) ol B Fv\xalu\oafawmt COIASM} Sur ; J v:

e g vouk LN -TF] - sim .

o vd b wodner ) prop. 1S que k(A7)
EL on viewr w prop ng =) (aAd)

Exemple 3.4. ‘3

Considérons les vecteurs
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4 Le sens du produit vectoriel

Il nous reste & déterminer le sens du produit vectoriel. Etant donnés deux vecteurs u et ¢
non colinéaires dans l’espace, nous savons maintenant que leur produit vectoriel est un vecteur
orthogonal & ces deux vecteurs et que sa longueur est 1'aire du parallélogramme qu’ils forment.

Il ne reste plus que deux possibilités :

Pour déterminer le sens du vecteur ¢ A v, nous utilisons la ‘régle du tire-bouchon” ou “régle de la

main droite”.

A
WA
Ve \7 2
- i
~) 7 =) ~ -~ \/
‘,7
W
7 -7
VAW
A\
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Plus formellement ceci nous améne a la notiﬁ Fuivante.

Définition 4.1. Soit C = (€}, é,, €3) la base canonfque et B= (fl, fé, f;:,) une autre base.

Exprimons les vecteurs de cette nouvelle base comme combinaisons linéaires des vecteurs de la

base canonique :

Ji1 Ji2 J13
f: = Ja1 ) fz = J22 ) f; = J23
J31 J32 33
Jin fi2 fi3
Alors la base B est directe si le déterminant | fo;  fon  fo3 | est positif.
far fa2 fa3
Exemple 4.2. o o0 A1
La base (é,, €3, €7) est dwrwh car 1 © 0 = 4 >0
0O 4 o

Par contre, la base (€1, €3, €3) est indirecte.

4 0% 0-1¢0
o A4 0

Voila enfin la réponse a notre question sur le sens du produit vectoriel.

Proposition 4.3. Soient @ et U deux vecteurs non colinéaires de R3.

Alors les vecteurs (4, U, 4 A\ U) forment une base directe.

Démonstration. 1l suffit de calculer un déterminant avec les mémes notations que précédemment :
a d bf —ce | &

d
det(a, 0, uNU)=| b e cd—af b e -G.Q(G-C L"L) + A’C(CA'A"F) .\-‘DF(LF‘&)
¢ f ae—bd | C {'— _Ce ( Lg C.L) - aF ( (_J_ aﬁ) - 1’30\ (ae.-LA)

- (ad- ZMLMM p ()22 edaf 4(af) 4 (10)2 2bhce Hee)"
- (ogeblod) + (ed =of)™ + (bf=te)™ > 0 O

Nous terminons par répondre a la question du calcul des volumes dans I’espace, que vous aurez
le plaisir de démontrer dans la série d’exercices.

Théoréme 4.4. Soit trois points A = (ay,as,a3), B = (b1, by, b3) et C = (c1, ¢, c3) de R3.
Le volume du parallélépipéde de cotés [OA], [OB] et [OC] est donné par la valeur absolue du

déterminant correspondant :

aq b1 C1
det(OA,0B,00)| =|| as by ¢
as bg C3




