Analyse Avancée II — PH
EPFL Corrigé 9-B

Exercice 1. Multiplicateurs de Lagrange - dimension 2
Soient f, g :R? — R définies par
fla,y) =a2* =2, g(z,y) =2 +y* - L.

Donner le minimum et le maximum de f(z,y) sous la contrainte g(z,y) = 0.

Correction.
On rappelle la méthode suivante : on construit le lagrangien

et on cherche les points stationnaires de F' en résolvant

V@) = (G2 ) = AG @), 5 ) = A @), ~a(e.9) ) = 0,0,0)

Puis on évalue f dans les points (z,y) trouvés et on compare les valeurs pour déterminer les minima
et les maxima.
On doit résoudre

20 =2 x =0 2¢(1—-X) =0
VF(z,y,A) =(0,0,0) <~ —dy -2 y=0 — —2y(2+A) =0

La premiere équation est satisfaite si x = 0 ou si A = 1.

e Si x =0, alors forcément la troisieme équation implique que y = +1 et donc la seconde équation
implique que A = —

e Si A =1, alors forcément la second équation implique que y = 0. La troisieme équation implique
que ¢ = +1.

e On observe que le cas * = 0 et A = 1 ne conduit & aucune solution car la seconde équation
implique y = 0 mais la troisieme y = +1.

Les points stationnaires sont donc (0,1, —-2),(0,—1,—-2),(1,0,1), (— 1 0,1).

On évalue alors f(1,0) = f(—1,0) =1 et f(O 1) =f(0,-1) = —

Le minimum est donc —2 et est atteint en (0,1) et (0, —1). Le maximum est 1 et est atteint en
(1,0) et (—1,0).

Exercice 2. Multiplicateurs de Lagrange - dimension 2
Soient f,g:R? — R définies par

f(x,y)=1‘2+9y2—|—3:, g(z,y)=332—|—3y2—1

Donner le minimum et le maximum de f(x,y) sous la contrainte g(x,y) = 0.

Correction.
On rappelle la méthode suivante : on construit le lagrangien

et on cherche les points stationnaires de F' en résolvant

V) = (5 ) = A G @), 5 ) = A3 ), ~gt.0)) = 0,0,0)



Puis on évalue f dans les points (z, y) trouvés et on compare les valeurs pour déterminer les minima
et les maxima.
On doit résoudre

2 +1—-2\x =0 20(1-XN)+1=0
VF(z,y,A\) =(0,0,0) — 18y — 6 Ay =0 — 2y(9—3)\) =0
2+ 32 =1 2+ 32 =1

La seconde équation est satisfaite si y =0 ou si A = 6.

e Siy =0, alors forcément la troisieme équation implique que x = +1 et donc la premiere équation
implique que A = % ou = %

e Si A = 3, alors forcément la premieére équation implique que = = %. La troisieme équation

implique que y = i%.

e On observe que le cas y = 0 et A = 3 ne conduit a aucune solution car les valeurs de x obtenues
par la premiere et la troisieme équations sont incompatibles.

Les points stationnaires sont donc

(102).(-10d), (ﬁg) , (;,_f,?,) |

On évalue et on compare :

F1,0) =2, f(— 10)—0f<f1 [) f@—{f):f.

Le minimum est donc atteint en (—1, 0) et vaut 0 et le maximum est atteint en (%, i) et (7 —%)

et vaut %. Il est toujours utile de vérifier ses calculs en calculant si les points trouvés vérifient bien la
contrainte g(x,y) = 0. Pour le point (—1,0), c’est évident, et pour les autres, (1/4)? 4+ 3(£+/5/4)? =
1/16 + 15/16 = 1.

Exercice 3. Multiplicateurs de Lagrange - dimension 3
Soient f,g:R3 — R définies par
f($7y72)22$2—y2—32’2, g(.’B,y,Z):IE2+y2+222—1.

Donner le minium et le maximum de f sous la contrainte g(x,y,z) = 0.

Correction.
On rappelle la méthode suivante : on construit le lagrangien

F(z,y,2,A) = f(z,y,2) — Ag(2,y, 2)
et on cherche les points stationnaires de F' en résolvant

0 0 0
VF(z,y,z,\) = (C{)i(a:,y,z) — )\a—i(:c,y, z), 8:7];

dg af dg
(.T,y,Z) )\a—y(x,y,z),&(x,y,z) )‘a(‘rvyvz)a g(fL’,y,Z))
= (0,0,0,0).

On doit donc résoudre le systeme

2(2 — Az =0 (2-A) =
B —2(1+XNy=0 y(1+)\)—0
VE@,y,220) =(0,0,00) <= § o5, 0\,20 2(342)) =0
2+ y24222=1 2 +y?+222=1

La premiere équation est satisfaite si z = 0 ou si A = 2.



a) Siz =0

e Siy =0 (20me éq.), on a z = +1/y/2 (4eme éq.) et A = —3/2 (3eme éq.) ,

e Siz=0 (3éme éq.), on a y = +1 (4déme éq.) et A = —1 (2éme éq).,

e Observation : x =y = z = 0 n’est pas possible en raison de la quatrieme équation.

b) Si A =2, alors forcément y = z = 0 (2¢me et 3éme éq.) et donc x = +1.

On a donc comme points stationnaires :
(0,0,+1/v2,-3/2),(0,+1,0, 1), (%1,0,0,2).

On évalue f dans les différents points :

£(0,0,+1/v2) = =3/2, (0, £1,0) = —1, f(+1,0,0) = 2.

Le maximum est donc atteint en (£1,0,0) et vaut 2 et le minimum en (0,0, +1v/2) et vaut —3/2.

Exercice 4. Multiplicateurs de Lagrange - dimension 3
Soient f,g: R3 — R définies par

flay,z)=x—y+z glayz)=2>+y"+2°—

Donner le minium et le maximum de f sous la contrainte g(x,y, z) = 0.

Correction.
On rappelle la méthode suivante : on construit le lagrangien

F(xa Y, z, A) = f(xa Y, Z) - )\g(xa Y, Z)
et on cherche les points stationnaires de F' en résolvant

of dg of dg of

9
VF —(ZL Ykl ZL il ZL il _
(o020 = (G 0.2) = MG 020, 00 2) = AG w21, G 02) = A 2 gl 2)

= (0,0,0,0).

On doit donc résoudre le systeme

1-2Xx=0 2 x =1
B —1-2\y=0 20y = —1
VF(z,y,2z,\) = (0,0,0,0) < 1— 9\ =0 =\ D=1

Nécessairement A\ # 0, on peut alors isoler x, y, z dans les troisiémes premieres équations et obtenir

1 -1 1

35:5;9:572:5

d’ou en injectant dans la quatrieme équation

3 V3
5o A= Y2
ne - 2

Les deux points stationnaires sont donc

1.

(¥ |

37 37372 37 2

On évalue :

V3 V3 V3 -V3 V3 -3
f<3ﬁ3’3>:ﬁ’f<’3’>=

0

)



Le minimum vaut —v/3 et est atteint en _\/57 V3 =¥3) et le maximum vaut V/3 et est atteint en
3 2732 3

(5.-4.4)

Exercice 5. Multiplicateur de Lagrange avec plusieurs contraintes
Soient f, g1, g2 : R? — R définies par

f(x,y,z)::U—l—y—l—z, gl(m,y,z)=m2+y2+z2—l, 92($7y72):$_y_1

Donner le minimum et le maximum de f sous les contraintes g1 (x,y, 2) = g2(z,y,2) =0

Correction.
On pose

L(z,y,z, M\ 1) =f(2,y,2) + Ag1(z,y, 2) + p(z,y, 2)
=z +y+z+A2*+y*+22 - 1) +pz—y—1)

on résout le systeme

%(fc’yv'z’%lt):o & 224+yP+22-1= 0 (4)
gﬁ(-fay’Z,)\,M):O = Jj—y—l: 0 (5)
\

Commencons par remarquer que A # 0. En effet, si A = 0, alors 1’équations (3) devient 1 = 0 et ceci
mene donc a une contradiction.
Ainsi, on a

1) : =
(1) T )
(@) —1+pu (:5>) —1—u_—1+,u:1 N L= A
2\ 2\ 22
1
3) = —
(3) z o
Et donc
r 14\
1) =
DR 2\
~1- X\ @ —1+A 2+ —1-X 2+L_1_0
(@) = v= =55 2 2\ VA
-1




Qui se réécrit

A2 22+ 14+ A2 420+ 141 -4\
4)\2

=0

—2224+3=0 = A=/

On arrive donc a

‘o 3 —1— *1+\/§ 1
V) e _2\[ NN
f+f VZ-3 f)

VAR VA

NE . —1+f—1—ﬁ o)

Az(wy,)( 2\[ 2\[

23 7 23 723

Ainsi, le minimum et le maximum de f sous les contraintes données sont parmis

s V2+V3 V2-v3 V2 3v2 3
23 7 2v3 23

B (—f+f —V2-3 —f)

=55 V3

f<—\/§+xf V23 —ﬂ)z_ 3
-

23 T 23 23 2

Ainsi le maximum de f sous les contraintes est \/g et le minimum de f est — %

Exercice 6. Optimisation
Soient f : R? — R définie par
f(a,y) = 32" + ¢
et D défini par
D = {(z,y) € R?|2* + y* < 4},
Donner le minimum global et le maximum global de f sur D.

Correction.

D est un ensemble fermé et borné, et f est continue, il existe donc un minimum et un maximum
global sur D. On rappelle la méthode de recherche suivante : on cherche les extrema locaux parmi les

points ci-dessous :

a) On cherche les points stationnaires de f a 'intérieur de D pour lesquelles on applique le critére

de la Hessienne.

b) On décrit le bord D comme g(x,y) = 2243%—4 = 0 et on évalue f dans les points (zg,y0) € D

telle que Vg(xo,y0) = (0,0).

c¢) On décrit le bord 9D comme g(z,y) = 22 + 3% — 4 = 0 et on construit le lagrangien

F(I7y) )‘) = f(l‘ay) - )\g(x,y)

et on en cherche les points stationnaires.



a) Les points stationnaires de f dans l'intérieur de D sont donnés par les équations
Vi(z,y) = (6z,2y) = (0,0) <= z=y=0

Le point (0,0) appartient & Uintérieur de D pour lequel la Hessienne vaut

6 0
(N0 = (g )
dont le déterminant est positif et le coefficient en haut & gauche également, (0,0) est donc un

point & minimum local.

b) On calcule Vg(z,y) = (2z,2y) = (0,0) <= =y =0. or (0,0) ¢ 9D : il n’y a pas de points
dans cette catégorie.

¢) On construit le lagrangien F'(x,y, \). Les point stationnaires doivent satisfaire les équations

6x — A2z =0 2¢(3—-X) =0
VF(z,y,A) =(0,0,0) <= ¢ 2y—X2y=0 <= < 2y(1-X)=0
2?42 =4 22 +y?=4

La premiere équation est satisfaite pour x = 0 ou A = 3.

e Si x =0, nécessairement y = +2 (3éme équation) et A = 1 (deuxiéme équation)

e Si A =3, y =0 (deuxieme équation) et nécessairement x = 42 (troisitme équation).
Les points stationnaires de F' sont (0,2,1),(0,-2,1),(2,0,3),(—2,0,3).

d) On évalue f dans les différents points :

£(0,0) =0, f(0,2) = f(0,—2) =4, f(2,0) = f(—2,0) = 12.

Le minimum global vaut donc 0 et est atteint en (0,0). Le maximum global est atteint en (—2,0)
et (2,0) et vaut 12.

Alternative : pour chercher les candidats sur le bord, on peut aussi paramétrer la courbe
0D = {(z,y) € R*2? + ¢ = 4}

par
~(t) = (2cos(t),2sin(t)),t € [0, 27]

puis considérer la fonction f(y(t)),t € [0,27]. On cherchera alors les candidats parmi les points
F(7(0)) = f(v(2m)) et les points tels que % f((t)) = 0.

Exercice 7. Exercice de révision - plan tangent

a) Soit la surface S = {(z,y, z) € R3|z = sin(nz) sin(ry) + & + y} . Donner ’équation du plan tan-

gent & S au point (2o, Yo, 20) = (3, —3,—1).

b) Soit la surface S = {(z,y,2) € R*v2sin(rzy)sin(rzz)sin(ryz) = 1}. Donner I'équation du

plan tangent & .S au point (xo, Yo, 20) = (1, %, %) .

Correction.



a) S s’exprime comme le graphe de la fonction f(z,y) = sin(rz)sin(my) + x + y. De plus, on a
20 = f(xo,y0). On calcule les dérivées partielles de f :

g‘:};(x, y) = mcos(mx) sin(mwy) + 1, g‘g(az, y) = mwsin(mx) cos(my) + 1

Le plan tangent en (zg, 3o, z0) est donc donné par I’équation :

5] 0 1 1
Z=Zo+a*£($o,yo)(m—3?o)+ 8£($0,y0)(y—yo) = —1+1~(m—§)+1-(y+5) =z+y—1

b) La surface S est décrite implicite par la fonction F(x,y, z) = v2sin(rzy) sin(rzz) sin(ryz) = 1.
L’équation du plan tangent au point (zg, yo, 20) est donnée par 1’équation

<VF($O7y07 ZO)7 (ﬂ: —Z0,Y —Yo,%z — ZO)> =0.
On calcule les dérivées partielles de F' :

oF

3 (z,y, 2) = V2my cos(mzy) sin(mzz) sin(ryz) + V2rz sin(rzy) cos(mz) sin(ryz)

x

36F (z,y, 2) = V2rz cos(mzy) sin(rzz) sin(myz) + V2mz sin(rzy) sin(rzz) cos(myz)
Y

OF

3 (z,y, 2) = V2rz sin(mzy) cos(rzz) sin(myz) + V2ry sin(mzy) sin(rzz) cos(myz)
z

8:1; ’y ’

oF -
dy Zo,Yo,20) =

BF( )=
@ Zo,Yo,20) =

o

Y Y

D’ou I'équation du plan est

T 1 1 T T T
S —ly—=.2— = =0 < —y+ —2z2—— = +2—-1=0.
<(O’2’2)’<$ Y 2’2 2)> 0 2y QZ 2 0 = y+z 0



