Analyse Avancée II — PH
EPFL Corrigé 9-A

Exercice 1. Echauffement - révision - fonction implicite
Soient Q2 C R? un ouvert et f : Q@ — R, f € C'(92). On considere la courbe I' C R? définie
implicitement par

I'={(z,y) € Qf(x,y) = 0}.

Soit finalement (zg,yo) € I tel que %(mo,yg) # 0.

Le théoreme des fonctions implicites donne ’existence et 'unicité d’une fonction ¢ : U — V, avec
U > z0, V 2 yo deux ouverts tels que o € C1(U), ¢o(z0) = yo et

f(z,o(x)) =0,Vz € U.
a) Montrer que si f € C%(Q), alors ¢ € C?(U). Indication : calculer ¢”(z), pour tout z € U.

b) Supposons que 'on connait les valeurs de toutes les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f en
(z0,y0). Donner, en terme de ces valeurs et de (zg, %), le polynéme de Taylor de ¢(z) autour
de x = ¢ a l'ordre 2

c) Appliquer le résultat précédent pour donner le polynéme de Taylor de ¢(x) autour de x = 0 ou
(z) est la fonction implicite associée a la courbe d’équation

f(x,y):xQ—i-yz—i-:Uey—yex:O

et a (zo,y0) = (0,0).

Esquisser le graphe de ce polyndme sur le schéma ci-dessous ol on a représenté la courbe f(x,y) =
0 dans un voisinage de (0,0) :




Correction.

a) Soit en dérivant par rapport a x 'équation f(x, ¢(x)) = 0, soit en utilisant directement la formule
du théoreme, on obtient

o'(x) = af—,Vx eU
(Ty(w,@(x))

En dérivant deux fois I’équation par rapport a x, ou en dérivant une fois la formule précédente,

on obtient
0 (0F\'_, 0 ofof o (of
02 \ Oy Oxdy 0x 9y~ Oy? \ Oz

()

ou l'on a omit Pargument (z, ¢(x)) des dérivées partielles pour une meilleure lisibilité. Puisque
toutes les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de f sont continues, on obtient directement que
o € C3U).

)2
o' (x) = Vzel,

b) Le polynéome de Taylor de ¢ d’ordre 2 autour de xg est

pa(@) = (o) + ¢/ (o) (& — 7o) + 50" (@) (& — 0"

On obtient alors le résultat voulu en utilisant les formules pour ¢'(z) et ¢”(xo) :

of
87($0>y0)
p2(r) = yo — 8?7(30 — )
87y<$07y0)
0?2 0 0?2 0 0 0?2 0
1 856“5(3307y0)5§(3307y0)2 - 281:6;;(%’ yo)%@’o; yo)aij(ﬂ?o,yo) + ®§($07y0)5£($07y0)2

(J:—azg)2

2 0
£<xo,yo>3

c¢) Calculons pour commencer toutes les dérivées partielles de f

af _ Yy x 8f _ Yy _ T
az(x,y)—Qﬂs—i—e ye,ay(x,y)—Qy—l-xe e’.
En (0,0), on obtient donc
of of
%0,00=1,%(0,0) = —1.
5 (0.0)=1.50(0.0)
De plus,
o0 f O f 0% f 0% f
_— = 2 — r o < = =¥ — % L = 2 Y
S e) = 2=yt S a) = S @) = ¢ = S () = 2 e
En (0,0), on obtient donc
% f 0% f 0% f 0% f

D’ou en appliquant les formules précédentes, on a trouve finalement que le polynéme de Taylor
de ¢(x) autour de x = 0 est donné par



po(z) = = + 222

Ci-dessous on représente en trait plein la courbe dans un voisinage de (0,0) et en traitillé le
polynome de Taylor d’ordre 2 de la fonction implicite

Exercice 2. Révision - critére de la hessienne pour ’optimisation
Soient Q C R? un ouvert borné et f € C(Q)NC?(Q) une fonction & valeur réelle. Pour (z,y) € €,
on définit son laplacien V2 f(z,y) comme la trace de la matrice hessienne de f, c’est-a-dire comme

82 f

0x?

0% f
On suppose que f satisfait les hypothéses suivantes :
Hyp 1: pour tout (z,y) € Q, V2f(x,y) = 0.

Hyp 2 : pour tout (x,y) € , les valeurs propres de la matrice hessiennes sont non nulles

Montrer alors que le maximum globale de f et le minimum global de f sur Q sont atteints par des
points (z,y) € 9N et qu’aucun point (z,y) € € ne peut étre un extremum global.

Remarque 1: l'opérateur laplacien V2 f(z, y) est un opérateur différentiel tres fréquent en mathématiques
et en physique. On le retrouve par exemple en mécanique des fluides ou en thermodynamique.

Remarque 2: lorsque V2f(x,y) = 0, on dit que f est harmonique. Les fonctions harmoniques
ont des nombreuses utilisations dans de treés vastes et variés domaines (traitement du signal, physique,
analyse complexe...)



Remarque 3 : le résultat de cet exercice reste vrai (a4 Iexception des fonctions constantes qui
atteignent leurs extrema a l'intérieur du domaine) si on retire ’hypothese 2, mais la preuve est plus
compliquée. On appelle ce résultat le ”principe du maximum”.

Correction.

Puisque f est continue sur le compacte €2, elle admet un maximum global et un minimum global
sur ). Procédons par I’absurde et supposons qu’il existe un point dans l'ouvert 2 ot le maximum
global est atteint. (La preuve est identique pour le minmum local).

Si (zo,y0) € 2 est un maximum global, alors en particulier c’est un extremum local, et donc c¢’est
un point stationnaire, donc V f(zg, y0) = (0,0).

Appliquons a présent le critére de la hessienne a ce point stationnaire. Comme la hessienne
H¢(x0,90) est symétrique, elle est diagonalisable et de plus sa trace et son déterminant sont donnés
par

tI‘Hf(l‘[),yo) = A + Ao, detHf(:c07yg) = A9

ol A1, A2 sont les valeurs propres de Hy(zo,y0). Comme le laplacien de f est nul en tout (z,y) € Q,
on obtient nécessairement que

Al = —Xo.
Comme les valeurs propres sont nulles, on obtient que nécessairement
det Hf(xg,y()) = Ay = —)\% < 0.

Par conséquent le point (zg,yo) est une point selle ce qui est contradictoire.
Le maximum global n’est donc pas atteint dans €2, donc nécessairement il est atteint sur 0f2.

Exercice 3. Révision - régle de la chaine - laplacien en coordonnée polaire
Soit f € C?(Q), ot
Q={(z,y) eR*: z,y > 0}.
a) Montrer que, si on effectue le changement en coordonnées polaires

x =rcos(f),y =rsin(f),r > 0,6 €]0, g[

et que 'on définit
g (r,0):= f(rcosf,rsind),

alors

or? r o or r2 002 0z 0y?
= V2 f(r(cos(f), rsin(d)).

2?g(r,0) n 169(7’,9) N i(??g(r, 0) 92 f(r cos(6),rsin(0)) N 02 f(r cos(f),rsin(0))

Indication : calculer les dérivées partielles de g par la regle de la chaine puis calculer la quantité

Og(r,0)  19g(r,0) 1 9%g(r,0)
Or? r Or r2 002

b) Calculer V2f(z,y) pour
Y 2
2 12 g
flx,y) =22 +y +(arctanx> .

Indication : passer en coordonnées polaires

Correction.

a)



b) Variante 1 : Calcul direct.

On a
gi( 0) :%[f(rcose,rsinﬁ)]
_of : 0 of . o . .
=5 (rcosf,rsinf) 5 [ cos 0] + 9y (rcosf,rsinf) o [ sin 6]
a—(rcos& rsinf) cos 6 + (;J;(TCOSO rsin f) sin 0
d%g o0 [of of
w(r,ﬁ) =5 [8 (rcos,rsinf) cosb + a—y(rcos@ rsm@)sm@}
d [of o0 [of )
=5 [6x(rc059 rsm@)] cos 0 + o [ay(rcose rsmﬁ)] sin ¢
— rcos@ rsm@)g[rcos@]—i— ' (rcos,rsinf)— 0 [rsin@)] | cosé
89& or Dy o
0,rsinf)— [r 9]—|—ﬁ( 0,rsinf)— 0 [rsin@)] ) siné
(rcosf,rs 5, [ cos 952 reosd,rsind) o [rs s
2
_8962 (rcos@ rsin @) cos 0+28xay(rcosﬁ,rsin9) cos fsin 6
2
+ a—yZ(r cos 6,7 sin ) sin? 0
g‘g(r, 0) :(59 [f(rcosf,rsinb)]
—g( cos @, rsinf)— [rcos ] + 0 (rcos@,rsinf)— [rsin6]
=5, 7 sin 5 " ayr 7 sin g [7sin
=r < 8f(rcos& rsm@)sm&—i—gz(rcosﬁ rsm&)cos@)
&g o of :
w(r,&) [ e rcos@,rsm&)sm@—i—6y(rcos€,rsm€)cos€>]

[8]0 (rcosf,rsin 9)] sinf — gf(r cos B, rsin @) cosd

X

ox

0
35
0
= (-2
82 [8f T COS 0,rsin«9)] cos — ?(r cos @, rsinf) sin@)

Y
o f

[rcos 6] + 920y

:—rsin9< fr’cosﬁ,rsinﬁ)3 (rcos@,rsinf)

= [ sin 9])

gl

— 1 oS 0—(7‘ cos @, rsin0)

ox

O f . 0 0 f o0
+ 7 cosd <8$6y(r0059,rsm9)% [ cos 0] + a—y2(rc080,r8m9)6— [rsm@])

>

— rsin 0?(7“ cos @, rsinf)

Y
a2f 2
=r?sin QW (7 cos B, rsinf) — 2r? cos O sin g&c@y (rcosf,rsinf)

2
+ 1% cos Gﬂ(rcose rsin )

62

— T oS Hg‘i(r cos @, rsinf) — rsin Gg‘?};(r cos 0, rsin 0)



Ainsi,

P, 100 1%
or2 " ror r2062
0* f *f
= (cos® 0 +sin?0) —5 5 (rcosf,rsinf) + (cos® @ + sin® §) —=5 5 (7 cos 6, 7sin0)
Ox? dy?
=1 =1
=V?2f(rcosf,rsinf)
Variante 2 : Avec des feintes de physicien-nes :)
Si z(r,0) =rcosf et y(r,0) = rsind, on a
ox T
5 cosf = -
@ e — S' 0 —
30 rsinf = —y
oy . Yy
ar sin 6 .
@ =rcosf ==x
Ainsi,
dg O0fdx Of0y 1 g+ (1}0
or oz or  dyor r \ oz 8y
By (r, o
or? ¥ 0w 8y
L(0s0r dyos | (Pror 04 oy | (Bf 0 oy
or 0r  Or Oy 0x2 or  Oxdy Or 4 OxOy Or  Oy2 Or
_ ; or . of
( or " 0y)
2 2 2 2
+ vof yof | (OSw 0T y\, (OTx, 0Ty
rox rdy ox2r  Oxdyr oxdyr  Oy*r
L (LB PRf | 0
( 22 " 2 pudy “’ay>
o _ofos ooy of | of
00  0x 00 Oy 0b Yor ay
Py oyop  (0f0r 5 Oy\, 0r0r (O 0r 80y
902 =~ a9or Y\ 0200 Oxdy 00 06 dy Oxdy 00 dy? 00
or b (R o 0, s
"oz Yoy y< Y922 " az0y ) T\ Vazay T 0y2
O Of  L0%F O L0
et 2L I 9 ZJ
Yor Yoy TV a2 " “azay T 3y
Et donc on conclut
Py Lo 10O g
oz ror 2002  _ r2  Ox? r2 Oy

c¢) Posons

g(r,0) = f(rcosf,rsinf) =r+ <arctan

=1 =1

sin 0

r + (arctan tan)? = r + 62
cosd

)2_

6



Alors,

0%g 109 1 0% 1 1 2+r
99,299, %9 g4 14 .0=
8T2+T8T+T2892 +r +

2 2=
Ainsi, en posant x = r cos(#),y = rsin(f), on obtient

21 T

T2 + 92

= V2 f(rcosf,rsinf).

V2f($, y) =

Exercice 4. Révision - théoréme des accroissements finis
Soit zg € R™ et Q = B(zo,7), 7 > 0. Soit f € C*(Q).

a) Montrer que pour tout z € 2
1
Vf(x)—Vf(z) = / Hy(xg+ t(x — x0)) - (x — xo)dt
0

ou le symbole f01 dt représente I'intégrale composante par composante.

b) En supposant que z( est un point stationnaire et qu’il existe M > 0 tel que pour tout x € €,
|H¢(x)||lp < M, avec || - || la norme de Frobenius, montrer que pour tout = € €2

|f(x) = f(wo)] < M.

Correction.

a) Pour tout z € Q, on a [z,x0] C Q. En appliquant le TAF a chaque dérivée partielle de f
(observer que Vf € C! puisque f € C?), on a

g;(@ - gi(xo) :/01 <V<§a{i>(mo—i—t(a:—xo)),m_x0>dt.

Comme la matrice hessienne est construite de telle maniére que chaque ligne est le gradient de

% pour chaque ¢ = 1,...,n, en rassemblant cette égalité par composante de V f(z) — V f(xo),

on obtient le résultat voulu.

b) En appliquant le TAF & f(z) — f(x0), on trouve qu’il existe ¢ €]xg, z[ tel que
f(x) = f(xo) = (Vf(¢),x — o)
Comme z( est stationnaire, on a V f(zg) = 0 et donc on obtient
f(x) = f(zo) = (Vf(c) = V[(z0),z — z0)
Par le point précédent, on a donc
f(@) = f(wo) = </01 Hy(wo +t(c —20)) - (¢ — xo)dt, x — xo>

Par conséquent, par Cauchy-Schwarz, on a

[ = o

|f(@) = f(=o)| < H /01 Hi(zo + t(c — x9)) - (¢ — :co)dt‘
< ([ 1astoo + tte 2w o o)) o~
<(/ o tle—au) el = 20)dt ) o = ao]

< Mlle — 2oz — 2ol = Mr?



Exercice 5. Révision - facultatif - limite de fonctions a plusieurs variables : une autre
caractérisation

Le but de cet exercice est de montrer une autre caractérisation de la limite d’'une fonction a
plusieurs variables, qui donne du sens a la morale ”la limite en x( existe si et seulement si elle existe
par tous les chemins possibles qui tendent vers zy”

Soient f : R” — R une fonction définie sur un voisinage épointé de zg € R" et L € R. Montrer
que

lim f(z) =1L

Tr—x0

si et seulement pour tout courbe v € C°([0,1],R") telle que V¢ €]0,1],v(t) € Dy \ {zo} et
limy g+ v(t) = 7(0) = o, on a
lim f(y(t) = T

t—0t

Indication : pour montrer la direction <, on utilisera la caractérisation par les suites et le fait
que pour tout triplet a,b,c € R™, il existe toujours une courbe continue 7 : [t1,t2] — R™ telle que
Y(t1) = a,y(t2) = ¢, ¥(t) # b, Vt €]tr, ta[ et [[y(t) — b]| < max([la —b], [[c — bl|), Vt € [t1,22]
Correction.

= : supposons que limg ., f(x) = L et soit une courbe v € C°([0,1],R") telle que ~(t) €
D¢\ {zo},Vt €]0,1] et telle que lim;_,g+ () = xo.

On doit montrer que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que

0<t<d=|f(n(t)—Ll<e

Puisque limg_,,, f(z) = L, pour € > 0 fixé, il existe 6y > 0 tel que

0< HCL‘—JZ()H < g = ]f(a;) —L‘ < €.

Puisque lim,_,g+ y(t) = o et y(t) # xo, il existe 6 > 0 tel que
0<t<d=0<|y(t) — zol < do.
Do si 0 <t <4, on a bien |f(y(t)) — L| < e.

< : supposons que lim;_,g+ f(7(t)) = L pour toute courbe continue satisfaisant les hypotheses.
Soit (yx);{2% une suite telle que yx € Dys \ {zo}, Vk € N et telle que limy_ oy = xo. Mon-
trons que limyg_, 1o f(yx) = L, ce qui prouvera par le théoreme de caractérisation par les suites que

limg_q, f(z) =L
Considérons pour tout k£ = 0,1, 2, ... les intervalles

1 1
Iy, = |ag, by] = [k‘—l-?’ ]{:4_1}

et une courbe
Vi - I k — Rn

telle que v, € CO(L, R™), ve(ar) = ykt1, Te(br) =y et () # 20, VE € I, et telle que ||y (t) — xol| <
max (|| (ar) — zoll, vk (bk) — zol|)
Observer que

—+00
U 7 =10, 1]
k=0

Soit a présent la courbe «y : [0, 1] — R™ définie par

’7(0) = 1‘07’7(15) = ’Yk(t)a pour t € I,k =0,1,2,...



~ est continue sur |0, 1] puisque que tous les 7 sont continues et coincident sur les bords de chaque
intervalle Iy. De plus, v(t) # g, Vt €]0, 1] puisque les v ne peuvent pas passer par z.
Finalement, comme limg_, o ar = 07 et limy_ 1 o0 Yo (ax) = limg_s o0 Yrr1 = Zo, On a bien que

lim 5(t) = i = 1 =20 =
Jim y(t) = lim y(ap) = lm y(ax) = 20 =(0)

et donc v € C°([0, 1], R™).
On présente en détail 'argument : pour € > 0 fixé, on doit montrer qu’il existe § > 0 tel que

0<t<d= () — =z <e.
Or comme limy_s o0 Vi(ar) = limg 100 V(b)) = limg 1 o0 Y = xo, il existe K tel que
k> K = |lylar) — 2ol < e et [1ye(br) — aoll < 2

Posons § = ﬁ, pour 0 <t < ¢, soit k > K, tel que t € Ij.
Or pour k > K, on a ||yx(ar) — zol| < € et ||vx(bx) — zol|, d’out pour ¢ € I,

17 (#) = oll = [l (t) — woll < max(|vk(ax) — woll, vk (bx) — 2oll) <e.

Puisque que v est une courbe satisfaisant les hypotheses de la caractérisation, on a alors

lim f(y(t)) = L

t—0t

Finalement, on a donc puisque limy_, o ax = 0T

lim f(yks1) = kgrfoo f(v(ar)) = tlir(gg f(y(@) =L

k——+o0

ou pour 'avant derniere égalité on utilise le théoreme des caractérisation par la suite pour les fonctions
de R — R appliqué a la fonction f o-y.

Exercice 6. Révision - facultatif - preuve du théoréme des fonctions implicites par le
théoréeme d’inversion locale
On rappelle ici le théoreme d’inversion locale dans R? :

Théoréme d’inversion locale : soient @ C R? un ouvert, f € CY(Q,R?) et (z9,y0) € € tel

que det V f(zg,y0) # 0. Alors il existe un ouvert U > (z9,yo) et un ouvert V' 3> f(xg,yo) tels que
f:U — V est inversible et f~1CY(V,U).

On rappelle également le Théroeme des fonctions implicites en dimension 2

Théoréme des fonctions implicites Soient £ C R? un ouvert et f : E — R une fonction telle
que f € CY(E). Soient la courbe I' définie par

I'={(z,y) € E|f(z,y) =0}

et (xo,y0) € I tel que %(mo, yo) # 0. Alors il existe deux ouverts de R, U 3 xo, V' 3 yo et une unique
fonction ¢ : U — V telle que

Y e Cl(Uv V)? SO(‘TO) = %Yo
et

Vo € U, f(xz,¢(x) = 0,¢(z) = 02—

But de I'exercice : montrer que le théoréme d’inversion locale implique le théoréeme des fonctions
implicites



Indication : travailler sous les hypothése du Théoreme des fonctions implicites, et considérer
la fonction auxiliaire g : E C R? — R? définie par g(z,y) = (g1(x,9), 92(w,y)) avec g1(z,y) = z et
92(z,y) = f(x,y). Puis appliquer le Théoréeme d’inversion locale sur g.

Correction.
Travaillons sous les hypotheses du Théoreme des fonctions implicites. Considérons la fonction
g : E — R? définie par g(x,y) = (v, f(z,y)). Puisque f € C*(E), on a bien que g € C1(E,R?). De

plus, on calcule
of
1 F(z,y
Vy(z,y) = (0 ﬁ( )>
Jy

Puisque qu’on a supposé que %(Jﬂo, y0) # 0, on a bien que

det Vg(zo,y0) # 0.

Par conséquent, il existe deux ouverts O C E et W C R? tels que g : O — W est inversible et son
inverse ¢! appartient & C*(W, O).

Observer que comme la premiere composante de g est x, la premiere composante de g~
I est de la forme

L est aussi

x. D’ou g~
g H@y) = (z,h(z,y))
Observons de plus que si (z,y) € O est tel que f(z,y) =0 <= g(z,y) = (z,0).
D’ou pour tout

(:r,y) S O,f(x,y) =0 (.TU,y) = g_l(x70) = (.%',h(l’,())) — Y= h(:B,O).

On pose donc ¢(z) = h(z,0). Par construction, on a bien que yp = ¢(zp). On montre que ¢ est
la fonction cherchée.

Commengons par construire les deux ouverts U, V. Observons que (zg,yp) € O. Comme O est un
ouvert, il existe r1,7r2 > 0 tel que |xo — 71, 2o + T1[X]Yy0 — 72, Yo + 72[C O. Posons U =|xg —r1,zo + 71
et V =lyo — r2,y0 + m2[. Observons que pour tout =z € U, on a f(z,p(z)) = 0 puisque (z,¢(x)) =
g~ 1(x,0) € O par construction. De plus, ¢ étant continue, quitte & réduire r1, on peut supposer que
©(U) € V On a donc bien que ¢ : U — V, par construction op(zg) = yo et ¢ € C1(U, V). Finalement,
on obtient la formule pour ¢ en dérivant I’équation f(z,¢(z)) = 0.
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