Quelques réflexions sur la notion de continiiment
différentiable

1 Rappel

Soient f: R™ — R définie au voisinage de g € Dy. On dit que f est continfiment différentiable en xo € Q si
1. pour tout ¢ = 1, ..., n, la dérivées partielle aa—;: existe dans un voisinage de zq.
2. pour tout i = 1,...n, la dérivée partielle % est continue en x.

On a vu au cours que si f est continiment différentiable, alors f est différentiable.

La notion de contintiment différentiable est la bonne notion pour aller plus loin dans le calcul différentiel. En effet,
on aimerait pouvoir continuer & différentier, et donc pour obtenir des dérivées partielles elles-mémes différentiables,
il est nécessaire de demander qu’elles soient continues.

Cependant, et de maniére trés surprenante, on peut montrer qu’il suffit que les n dérivées partielles existent en
xo et que seulement n — 1 dérivées partielles soient continues en zy pour obtenir la différentiabilité de f (attention
: c’est une notion plus faible que contintment différentiable).

On va vérifier ce fait dans le cas n = 2.

2 Preuve de la remarque surprenante pour n = 2
Soit f : R? — R telle que
1. f est définie dans un voisinage de (zo,y0) € Dy

2. Vf(zo,yo) existe

3. %(x, y) existe dans un voisinage de (xo,yo) et est continue en (z, yo).

Alors f est différentiable en (zq, yo).
Calculons

lim f(z,y) = f(@o,y0) — (Vf(20,%0), (* — 0,y — Yo))
(@,y)=(x0,y0) V(@ —20)2 + (y — y0)? '

Si cette limite vaut 0, alors f est différentiable.
Exprimons différemment le numérateur en appliquant une feinte du loup, puis le TAF dans la variable x.

(@, y)—f(x0,y0)—(V f(20,%0), (x—20,y—Yy0)) = f(x,y) —f(x0,y) + f(z0,y) —f(z0,%0)—(V (w0, y0), (=20, y—¥0))

feinte du loup

Of (xo + 0(x — x0),y) df(x0,v0)

- Ox (x_xo)_T(x_x0)+f($ovy)—f(l‘o,yo)—M

dy

(Y — v0),0 €]0,1]

=A(w) =B(z)

Observons de plus qu’on a, par la croissance de la fonction racine

| = @ol, Iy = yol < V(2 = 20)? + (y — 0)?-
On obtient alors la majoration

[ (@,y) = [0, 90) = (VF (20, 40), (& — 0,y — yo))| _ |A(2)] n |B(z)|
Vi —20)2 4 (y — y0)? Tz —xol |y —wol

Si on montre que



A B
A@ o lim 1Bl _,
(@)= (wo0,y0) |Z — 2o (z,y)—(z0.0) |Y — Yo

alors on a le résultat voulu. Traitons donc ces deux limites :

[A(x)|

(z,9)—(z0.0) | — To| ~ (2.9)—=(z0,50)

Of(xo +0(x —x0),y)  9f(x0,90)
Oz Ox

0
= 0 par la continuité de —f

or

et

|B(z)] f(@o,y) — f(zo,90) — %W(y —Yo)
(z.9)—=(@o.w0) [ — Yol (@,9)—(z0,v0) Y — Yo
_ im f($07y) _ f(x()ayo) . 8f(x0ay0) -0
(=,y)—(z0,0) Y — Yo dy

puisque la dérivée partielle par rapport & y au point (g, yo) existe.

3 Autres faits surprenants

En dimension 1, la notion de fonctions contintiment différentiables en un point xy du domaine de définition de f
est plus forte qu’en dimension n quelconque. En effet, comme une fonction dérivable en un point implique qu’elle
est continue en ce point, on a le résultat suivant :

Soit f : R — R définie au voisinage de zo € Dy telle que sa fonction dérivée f’ est définie au voisinage de
xzo € Dy N Dys. Si f est continment dérivable en xg, i.e, lim,_,, f'(z) = f'(x0), alors f est continue en x( mais
aussi sur tout un voisinage de xg.

Le raisonnement de la preuve est le suivant : on utilise "simplement" le fait qu’une fonction continiiment
dérivable en z( doit avoir sa dérivée définie dans un voisinage de ¢ (pour pouvoir prendre la limite de la dérivée).
Dés lors pour tout z de ce voisinage, le nombre dérivé f'(x) existe et (c’est un cas trés particulier de la dimension
1) par conséquent la fonction f est continue en x.

Ce résultat ne se généralise pas aux dimensions supérieures : pour pouvoir étre contintiment différentiable, il
faut et il suffit que les dérivées partielles existent dans un voisinage du point z( et que ces derniéres soient continues
en o (la méme définition qu’en dimension une). MAIS Dexistence des dérivées partielles (donc de V f) dans les x
au voisinage de xo ne garantit pas que f est continue en ce point x (on a la continuité en xy mais pas dans son
voisinage).



