Corrigé série 23 Euler 3éme année

Corrigé série 23

On applique la formule

dans toutes les questions qui concerne une intégration par parties. Quand on utilise les noms de

fonctions u(z),v(x), on fait implicitement allusion & cette formule d’intégration par parties.

Exercice 1 (20 points)

a) En posant v'(z) = cosz et u(z) = x, on trouve que
/xcosxdx =xsinx — /sina:dx =xsinz +cosx + C.
b) En posant v'(z) = e et u(z) = x, on trouve que
/:L’e"“"dx = xe” — /e"”dx: (x —1)e* + C.
¢) En posant u(z) = Inz et v'(x) = 1, on trouve que

/lnxdx:/1~1nxdx:xln:c—/fdx:a:lnx—x—i-C.
x

d) En posant u(z) = 22 et v'(x) = €2*, on trouve que

1
/I2€2x dr = §x2e2m — /xeh dz.

Dans cette derniére intégrale, on fait le changement de variable y = 2x, et on trouve par la

premiére question que

1 d 1 1
/xze% dx = 5126% - /% -e? ?y = 5:10262”5 — Z(y —1)eY

1 2x

1
= §[E2€2x - Z(Zx —1)e* +C = %(2x2 —2x+1)+C.

(On aurait pu intégrer par parties encore une fois.)
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c)

En posant u(x) = 322 — 4 et v/(z) = cos x, on trouve que
/(3952 —4)coswdr = (32° — 4)sinx — /6£U sin x dz.
Encore une fois, avec u(z) = 6z et v'(z) = sinx, on trouve

/(3x2 —4)cosxdr = (32* — 4)sinz + 6w cosz — 6sinx + C = (32° — 10) sinz + 6z cosx + C.

On applique la formule d’'intégration par parties deux fois dans cette intégrale. Posons u(x) =

cosz et v'(z) = e”. Soit I = [ e*cosxdx. Alors,

I =¢e®cosz — /6$<— sinx) dx.
Soient J = /ex sinx dz, u(x) = sinz, et v'(x) = €. On trouve que

J:exsin;c—/excosxda::exsinx—I.
Alors, on a trouvé que
I =e"cosx —J=¢e“cosx — [ +e"sinx,

ou bien,
X

I= %(CosaH—sinx) +C.

Soient u(x) = x? et v/'(x) = sinx. Alors

I:/mQSinxdm:xQ(—cosx)+/2xcosxdx+0.

| S —
=J

Pour calculer J par parties, soient u;(z) = 2z et vj(z) = cosx. Alors,
J =2xsinx — /QSinxdx + " =2zsinx +2cosz + C'.

En tout, on a trouvé que

I =—a2%cosx+2cosx + 2zsinz + C”.



Corrigé série 23

h)

Soient u(z) = sinx et v'(z) = sinx. Alors,
I= —sinxcosx—l—/cos%cdx—i—C’ = —sinxcosx+/ de —I+C".
Ainsi,
1
I= §(x —sinzcosz) + C".

Exercice 2 (10 points)

Soient u(x) = Inz et v'(z) = (2? + 1). On trouve que

2 3 2 2 .3
/(x2+1)lnxdx: [(x——i-x) lnx} —/ Mdm
1 3 1 1 z
3 2 2.2
= [(x——i—a:) lnx] —/ x——{—ldaz
3 . J1 3
14

8 16
=In4+ —(In8 —2)= —1In(2) — —.
n +9(n8 ) 3 n(2) 5

Solent u(z) = Inz et v/(z) = Inz. On a déja calculé que [Inzdr = zlnz — 2. Donc, on trouve

que

/12(lnx)2dx = [nz(zlnz — ) - /12l (zlnz — ) do

T
2
=In2 (2In2 —2) —/ Inz —1dx
1
=In2 (2In2-2) —2In2+2 =2(In(2) — 1)~

Soient u(z) = arctanz et v’(x) = 1. On trouve que

1 1 ! T ™ 1 2
/Oarctanxdx:[xarctanx]o—/o x2—|—1dx:z_ Eln(x +1)| =

Exercice 3 (10 points)

Soit u = cosx. Alors, du = —sinz dz, et on calcule que

/3 1 61 1 21
/ cos’ rsinz dr = / uw’ du = v 03
0 1/2 6

12 6 64 128

Effectue le changement de variables x = ¢ 4+ 2. Alors, dz = dt. Soit aussi ¢t = 2sins (dans la

région t € [0,2]). On trouve que

w/6

2cos s T
ds =

3 1 1 1 /6
/—dx:/ —dt:/ 20085 g T
2 y/x(4d—x) 0o V4—12 0 4 —4sin’s 0 6

Euler 3éme année
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c) Effectue le changement de variables u = 23 + 1. Alors,

1 2 2
1 1 1

/ 396 dx:—/ —du = =1n2.
o 0 +1 3J)1 u 3

d) Effectue le changement de variables ¢ = sinx. Alors,
3 sin 3 :
1 1 1 142
/ _ oo dx:—/ di = L (2SI
5 14+ 2sinz 2 Jeno 1+2t 2 1+2sin2

Exercice 4 (10 points)

a) On a que

/3 sin /3 sin x cos® x 1 [™3 —3sinxcos?x
5— dr = ——dr = —— —de
o 1l-+cosz+tan“z o cos?z+cos?x +sin‘x 3 Jo 14 cos’z
/3
1 1. 16
= ——1In(1 + cos® z = —In—.
3 ( )x:O 3 9

1
5 €0s2x, on a que

7T/2 1 71'/2 1 ﬂ'/Q : 2 71'/2 1 7T/2
/ sin? z cos 2z dx = —/ cos 2z dx — —/ cos? 2z dr = [sm x} — —/ cos? 2z dx:
0 2 Jo 2 Jo 2 Jo

4 |y
1 71'/2
= ——/ cos? 2z dx.
2 Jo

/2 N R N . N ,
On peut calculer [ /2 cos? 2z dx de une maniére similaire a celle de I'exercice 1d), ot on a calculé

b) Comme sin*z =1 —

[ sin® z dz. On trouve que
1 w/2

/2 171
——/ cos? 2vdr = —= | = (4x + sin4x) =—
2 J, 2 |8

s
B 8

c) En utilisant I'identité sin?x =

w/2 1 /2 1 w/2
/ xzsin2xdx:—/ x2dx——/ 2% cos 2z dz.
0 2 Jo 2 Jo

La premieére intégrale du coté droit est facile de calculer ; elle vaut Z—;. Pour la deuxiéme intégrale,

cos 2x, on a que

[
N |=

on suit la méthode d’intégration par parties (deux fois) comme dans 'exercice 1d) ([ 2? sinz dx).

On trouve que

3

w/2
/ xQSiHQxdx:W—+z.
0 48 8
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Exercice 5 (10 points)
a) Faux. Prendre, par exemple, f(z) =z, g(x) =1, a=0,b=1.

b cosb
b) Vrai. L’intégrale / f(cos(x)) sin(z) dz est obtenue a partir de I'intégrale —/ f(t)dt en
utilisant le changergent de variables t = cos(z). -

c¢) Vrai. Soit y = cos(x). Alors, dy = —sin(z) dz, et on a que

" fcos(x)) sin(z) dz = — / T ) dy = - / f(y)dy =0,

0 0s 0

d) Faux. Par exemple, prendre

fa) = 0 si|z] est paire;

1 si|z] est impaire.

4
Alors, f est de période 2, et / f(z)dx = 2.
0

b
e) Vrai. On a que / e dr = e’

—0o0
™

f) Faux. Comme tan(z) < 0 pour tout z €|r/2, 7|, il est certain que / tan(z) dr ne vaut pas
w/2
z€ro.

g) Vrai. Voir l'exercice 8.

Exercice 6 (10 points)

1
a) Une primitive de la fonction v/32? est —x.

V3
1
b) Une primitive de = est arcsin(z/2).
4—2%  2,/1—(2/2)?

c) On a que

x? (22 —4)+4 / 4
——dr = | —F———dv = — \/4—x2d:1:+/—dx.
/\/4—x2 / V4 — x? V4 — z?
d) Soient u(x) = v4 — 22 et v'(x) = 1. Alors, en intégrant par parties et en utilisant la derniére

partie, on trouve que
2
4—x2dx:uv—/vdu:x 4—x2+/x—
/¥ = [

4
:1’\/4—$2—/\/4—l’2dl’+\/4—_7x2d$+0

dx +C
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Donc,

/Md:p:

e) Notons que 322 = V4 —22 en z = —1 et 2 = 1, et que V4 — 22 > v/32? dans l'intervalle

| = 1,1[. Donc, en utilisant les parties précédentes, on trouve que l'aire cherchée est

(m\/4 — 22 + 4 arcsin g) + .

1
2

! 1 2
/ VI— 22 -3 de = — + =X,
-1 V3 3

Exercice 7 (10 points)
a) Si f(z) = 0 pour tout x € [a, b], alors

o= (/ f@)ol) i)
([ ([

et donc l'inégalité de Cauchy-Schwarz est vérifiée.

2

et

b) On a que

/ab(Af(x) +g(x))? de = N /abf(a:)2 dz + 2 /ab f(x)g(z) dx + /abg(x)2 dz.

b
c) Comme p(\) := / (Af(x) + g(x))*dx > 0 pour tout x € [a,b], le polynéme p admet au plus

a
une racine et donc A < 0.
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d) Le discriminant A de p()\) est
b 2 b b
A=14 </ f(z)g(z) dm) - 4/ f(x)? dx/ g(x)*dx.
Comme A < 0 pour tout f, g, on en déduit le résultat.

Exercice 8 (5 points)

En utilisant les formules

et +e”
coshx = +—
2
et —e
sinhy = ————
2
sinh z
tanhz =
cosh x
cosh x
cothx = —
sinh

il est facile de trouver des primitives pour les quatre fonctions. On trouve que

/ coshx dx = sinh x

et
/ sinh z dz = cosh z.

Donc, il suit que

inh
/tanhxdx = / ST g = In(coshz) 4+ C
cosh

et

h
/cothxdx:/cos xdm:1n|sinhx|+0’.

sinh x



