Calcul différentiel a plusieurs variables - notations
multi-indices

1 Notation multi-indices
On appelle "multi-indices" le n-uple

a=(ag,as,...,a,) € N,
On note :
Lol =" o
2. ol =TI, oyt

. n o n [e7}
3. pour & = (21,Z2,...,2) € R", &> =[], z}"

2 Notation des dérivées partielles
Pour f:R™ — IR, on notera la dérivée partielle d’ordre p par rapport au choix des p variables z;,, zs,, ..., Z;, -

orf _ alalf B a\alf
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0z, 0x;,...0T;, Oz  Ox]'0z3?..0zp"

_ n N g . . B L. . N
avec |a| = p, a € N™ et ou Oz’ signifie que 'on dérive a; fois par rapport a ;.

3 Exemples
Soit f: R? — R.

1. On notera

o*f ol f

- a1 9,02 9,03
Ox90x3  Ox7'0x5° 0z

avec a = (o, ag,a3) = (0,1,1)

2. On notera

o f ol s

0x10x90x3 02T 0x520x3°
1 0Ty70x3

avec a = (a1, a9,a3) = (1,1,1)

3. On notera

°f olelf

2 2 a1 9,02 5,03
0x10x20x5  0x7" 052 0xs

avec a = (a1, ag,a3) = (2,1,2)

4. On notera
o' f ol f

49,3 a9,z 9,03
Ox10xy  O0x{" 0x5”0xs

avec @ = (a1, a9, a3) = (4,0,3)

Remarque : la notation multi-indices ne prend pas en compte ’ordre de dérivation. Il est donc important, pour
écrire les p-iéme dérivées partielles de f a ’aide de cette notation de travailler dans le cas ou f € CP.



4 Notation du développement de Taylor a ’ordre p pour une fonction
f:R" =R
On note pour x, g € R™

p lad £ (g
)= 30 T @ = w0)” + ()
la|=0

ou le reste de Taylor est donné sous forme lagrangienne par

|| _
Rx)= > ia f(”"’;wi(w 20)) (5 — 20,0 €]0,1]

1 lor xo + s(x — xqg
R@) = Y p+1/0(1s)p5' f(@o + 5 D (@ — wo)ds

ox™

Remarque : le développement de Taylor reste valide pour une fonction vectorielle f : R — R™ et se note de la
méme maniére avec la notation multi-indices

p

1 ala‘f(mﬁ) e

fla)= Y I hga (@~ @)+ R(@).
|a|=0

On lit cette éagalité composante par composante. Pour le cas d’'une fonction vectorielle, le reste Lagrangien

n’est pas bien défini ( pouvant varier selon les composantes de f = (f1, ..., fmm)). Cependant le reste intégral reste

valide :
! lol f (xg + s(x —

ox™

Ci-dessus, on comprendra le symbole | comme lintégrale composante par composante.

5 Exemple

Pour une fonction f : R? — R, on peut obtenir le polynome de Taylor & I’ordre 2

F(@o) + (V (o), (& — xo)) + ~ (Hy(wo) - (& — wo), (& — o))

2
2 2 2
= f($0)+aggzw($1—$0,1)+6J;S;())($2—$0,2)+;ags(cago)(I1—$0,1)2+m(451—560,1)(562—%,2)4-;aggo)(@—iﬂo,z)z

en utilisant la formule ci-dessus avec les multi-indices

Q= (0,0),0& = (1;0)7 (Oa 1),0& = (270)v (17 1)7 (032)

6 Remarque finale

Dans le cas d’une fonction a deux variables (mais cela serait généralisable aussi pour une fonction a n variables a
laide des multi-indices), on peut également écrire le développement de Taylor a l'ordre p a ’aide de la convention
suivante

F@) =3 5@~ 20, V) f(wo) + ()
k=0’

otl on note 'opérateur différentiel (x — xq, V)* (avec le binéme de Newton)

k—1
4 0
k1
O0xs

B) o\ K[k o'
<SC — Cco7v>k = ((xl — xo,l)aixl + (332 — l‘072)({%2> = Z <l> (3}1 — 1‘071)l87xll(x2 — .]30,2)](5

=0



