Analyse Avancée II — PH
EPFL Corrigé 7

Exercice 1. Pour s’échauffer - autre expression pour le reste de Taylor
Soit f € C3(Ja,b|) et x¢ €]a,b[. Montrer que

Va €la, b, f(x) = f(xo) + f'(x0)(x — w0) + %fﬂ(iﬂo)(l‘ — z0) + ()

xz ot s
x) = / / " (w)dw ds dt.
zo Jx0 J T

Indication : utiliser le théoreme fondamental du calcul intégral et écrire

ou

ft) = f(to) + t f'(s)ds

Correction.
En appliquant le théoréeme fondamental du caclul intégral, on a

f(@) — flao) = / " pa

En itérant le processus, on a

£(@) = f(ao) /f
=/< o) /f” ds)dt
= f'(x0)(z — x0) //("xo /f’” dw>dsdt

= f(wo)(z — x0) + " (w0) / (t — zg)dt + r(x)

zo

= @)z~ 20) + 5 f*(@0)(z — 0)? + r(z).

Exercice 2. Pour s’échauffer encore - Taylor pour une fonction vectorielle

On a vu que le théoreme des accroissements finis n’existe pas dans sa forme standard pour les
fonctions vectorielles. De méme le développement de Taylor n’est pas obtenable avec le reste sous sa
forme Lagrangienne. On peut cependeant montrer ces résultats sous leur forme intégrale. Dans cet
exercice, on va en donner un exemple par une courbe paramétrée v :]a, b[— R™. Soit v € C3(]a, b[, R™)
et to €Ja,b]. Montrer que, pout tout ¢ €|a, b|,

. 1. I
3O = () +ilt0)(¢ — t0) + ()~ 10 + 5 [ (62 F (s)d,
- Jtg
ou on interprete l'intégrale d’une fonction vectorielle comme 'intégrale composante par composante.
Indication : Montrer tout d’abord que pour une fonction f :la,b[— R, f € C3(]a,b[), to €la,b], on a
pour tout ¢ €]a, b]

1

0 = 10) + 700~ t0) + 31" 0+ 1 [ (0= 927" (5.



Pour cela, écrire
t
F#) = flt)+ [ f/s)ds
t

et intégrer par partie.

Correction.
Par le théoreme fondamental du calcul intégral, on a

f(t) == f(to) + t f'(s)ds

—flto) + [~(t - ) f'()]! + / (t — )f"(s)ds
=f(to) + (t —to)f +/t

=f(to) + (t —to)f |: % t— S s)] _|_/t %(t _ S)Qf”/(s)ds
1 " 1 ! 2 e
—Flt0) + (0= 1) (t0) + 50~ 02" (t0) + 5 [ (¢ = 9" (5)s.

En appliquant ce résultat a chaque composante de 7, on a finalement

1(0) =2 (t0) + 30}t~ t0) + 5 0)t — 00 5 [ (4= 5 (o).

Remarque : pour la premiere intégration par partie, on a choisi comme primitive pour la fonction
1 la fonction —(¢ — s). On peut obtenir le méme résultat avec un ”coup classique”

[ s =tsr o0k, - [ sr6pas

to
=tf'(t) —tof'(to) — /tO sf”(s)ds
= (= ) (1) + () = £1(t0) = [ 8"
== )+ [ 16— [ o

t

— (t— to)f'(to) + / (t— 5)f"(s)ds

Exercice 3. Fin de I’échauffement - quelques estimations obtenues grace a Taylor
Soit f € C3(Ja,b[). Montrer que pour tout xg €]a, b et h > 0 tel que zo + h €]a,b[, on a

flzo + h})L — [(wo) _ (o) = gf”(c) avec ¢ €|zo, To + h|
et
P2 1) =2 G0 £ 100 1) gy = () — 7)) mvee e o, wo -+ L d €l — o]
Correction.

Pour la premiere estimation, on a directement par le développement de Taylor

F@o+R) = F(zo) + f(z0)h + %f”(c)hz, ¢ €lz0, 70 + h|



ce qui est équivalent &
1
f(zo +h) — f(xo) — hf'(z0) = §h2f”(c)

d’ou le résultat.
Pour la seconde estimation, on considere les développements de Tayor

Flawo+h) = flo) + hf (o) + 57" (ro) + 2 " (), d Elzo, 0 + ]

et
1

1
f(xo = h) = f(xo) = f'(xo)h + 5 f"(x0)h* — Z f"(d)h®,d €]z — h, o
2 6
En sommant le deux développement, on obtient

3
Flao + B) + Flwo — ) = 2f (o) + B2 (w0) = " (" (c) — £(d)

d’ou
3
Flzo + 1) =2 (o) + (o — h) = W27 (z0) = "o(£"(c) ~ 1"(@))

d’ou le résultat.

Exercice 4. Optimisation
Déterminer les points stationnaires des fonctions suivantes et étudier leur nature (point selle,
extremum...):

=23 -3z +y> — 3y
fa(z,y) =y% +ycosx —sinx — 2
fala,y) = 22y — xy® — bay

) =3a% —ay® +y*
Correction.

Pour établir la nature d’un point stationnaire, on utilise le critére du cours : si (xg, yp) est un point
stationnaire (i.e V f(xo,y0) = (0,0)) alors

a) f admet un minimum local en (xg,yo) si det H(f)(zo,yo) > 0 et f(xo,yo) > 0.
b) f admet un maximum local en (xg,yo) si det H(f)(xo,y0) > 0 et f(ﬂso,yo) < 0.

c) f admet un point selle en (xo, yo) si det H(f)(xo,y0) < 0.

d) Dans tous les autres cas, le critére ne permet pas de déterminer la nature du point stationnaire
et on doit regarder la fonction "en détail”.

a) Comme les dérivées partielles de f; sont

%(w,y):3x2—3 et %f;(x,y):?)yQ—?),
les points stationnaires de f; satisfont
{x2 ~1=0
y?—1=0
11 s’agit donc de (1,1), (1,—1), (—=1,1) et (—1,—1). De plus,
& fi & fi & fi




la matrice hessienne est donnée par

e = (o)

et sont déterminant par

det H(f1)(x,y) = 36xy

Par le critere du cours, (1, 1) est un point de minimum local, (—1, —1) est un point de maximum
local alors que (1,—1) et (—1,1) sont des points selle.

Etant donné que
Vfa(x,y) = (—ysinx — cosx, 2y + cos ),

les points stationnaires satisfont les équations

—ysinz —cosz =0 y(2—sinz) =0
—
2y +cosz =0 2y +cosz =0

et sont donc de la forme (5 + km,0) avec k € Z. Le calcul des dérivées de deuxieme ordre nous
donne

9% f

8 f2 0 f (2,9)
Oxdy Y

—=(x,y) = —ycosx +sinz, —(z,y) =2,

92 37 = —sinx

et

_ (—ycos(x) +sin(x) —sin(x)
H() ) = (U ;).

Par conséquent on a que det H(f2)(z,y) = 2(—ycosz + sinz) — sin? 2. Comme
8> fa
ox?

le point (5 + km,0) est un point selle si £ est impair et un point de minimum local si k est pair.

(2 +km,0)=(—-1)% et det (H(f2) (Z +Fkm,0)) =2(-1)F —1,

Etant donné que

0 0
aff(x,y):‘lxy—ytﬁy et J;’(x,y)=2x2—2xy—6m,
les points stationnaires de f3 satisfont les équations
ydz—y—6) = 0 (1)
z(2x —2y—6) = 0 (2)

La premiere équation est satisfaite si y = 0 ou si y = 42 — 6.

e Si y =0, la deuxiéme équation devient x(2x — 6) = 0 et nous trouvons x = 0 ou = = 3.

e Si y =4z — 6, la deuxieme équation devient z(—6x + 6) = 0 et nous trouvons x = 0 ou z = 1.
Siz=0alors y =—6 et si x =1 alors y = —2. Ainsi, les points stationnaires de f4 sont

(0,0), (3,0), (0,—6), (1,-2).
Comme

& f3 Sk e

la matrice hessienne est

e = (4, 5 5 e )

det H(f3)(x,y) = —8zy — (4z — 2y — 6)°.

Par le critere, (0,0), (3,0) et (0,—6) sont des points selles alors que (1,—2) est un point de
maximum local.

et son déterminant est



d) Comme les dérivées partielles de fy sont
dfa

0
Pew=tr- e ey = 24t =P o),

les points stationnaires de f3 satisfont

6z —y2=0

y(2y* —x) =0
La seule solution de ce systeme étant (x,y) = (0,0), la fonction f3 n’a qu'un point stationnaire.
Etant donné que

2 2
(2,y) =6, %?@w—my—2 §§< y) =2y

(70,0 = (¢ )

On a alors det H(f4)(0,0) = 0 et le critere du cours ne nous permet pas de déterminer la nature
du point (0,0). Néanmoins, comme

fal,y) =yt — 28y + (3a) — (3% + 302 = (4 — 2)® + H1a® 2 0= 2(0,0),

0% f4
0x2

on a

le point (0,0) est un point de minimum global.

Exercice 5. Optimisation
Soit f : R? — R définie par f(z,y) = (z — y)? + 422 — 3z + 3y. On consideére I'ensemble T' donné

par
T:{(x,y)ER2]x€ [1,1]et0<y<1-—=z}.

a) Dessiner le domaine T'. Est-il ouvert ou fermé 7 Est-il borné ?
b) Paramétrer le bord de T.

¢) Donner le minimum et le maximum global de f sur T et les points ou ces derniers sont atteints.

Correction.

a) Le domaine est le triangle de sommet (—1,0), (1,0), (—1,2). II est fermé et borné.

b) Les arétes du triangle sont paramétrées comme
e Aréte de (—1,0) a (1,0) : v (t) = (¢,0),t € [—1,1].
e Aréte de (1,0) a (—1,2) : yo(t) = (t,1 —1t),t € [-1,1]
e Aréte de (—1,2) & (—1,0) : y3(t) = (—1,¢),t € [0, 2]
Remarque : la paramétrisation n’est pas unique. Ici on présente une paramétrisation "na-

turelle”. On aurait aussi pu utiliser la formule du cours : pour (xg, yo) et (z1,y1), une paramétrisation
du segment de (z9,y0) & (x1,y1) est donnée par

v(t) = t(zo,y0) + (1 — t)(z1,91),t € [0,1]

Oou encore
F(t) = (xo0,y0) + t(x1 — 0,91 — Y0),t € [0,1].

c) La fonction est continue sur un ensemble fermé et borné, il existe donc un maximum global et
un minimum global. On cherche tout d’abord les maxima locaux et minimaux parmi les points



(a) Les points stationnaires a lintérieur de 7" : tous les (z,y) tels que © # —1 et y # 0 et
y#1—umz.
(b) Les points a l'intérieur de T ou f n’est pas différentiable.

(c) Les points sur le bord 9T

Il n’y a pas de points de la catégorie (b) comme f est un polynéme (donc différentiable). Pour les
points de catégorie (a) : les points stationnaires sont donnés par les équations V f(z,y) = (0,0)
qui sont
3z —y)?+82—-3=0
{ —3(x —y)?+3=0.

Les points stationnaires sont donc (0,1) et (0,—1). (0,1) est bien dans l'intérieur de 7' mais
pas (0, —1), on ne va donc pas le considérer. Pour déterminer la nature de (0, 1), on calcule la
matrice hessienne de f en ce point :

aen = ("0 e ) s anen = (5 %)

Comme det H(f)(0,1) = —48 < 0, on a un point selle donc (0, 1) n’est pas un point a extremum
local.

Pour les points sur le bord, on considere les fonctions
fit) = Fn(t) =2 +48* = 3t,t € [-1,1].

fo(t) = f(y2(t) = (2t — 1) + 4¢% — 6t + 3,t € [-1,1].
f3(t) = f(rs(t) = (=1 =) + 7+ 3t,t € [0,2].

On cherche les candidats aux extrema globaux parmi les points aux extrémités et dans les points
ou la dérivée des f; s’annule, puis on compare les valeurs :

o fi(-1)=6,fi(1)=2cet fj(t) =3t2+8t-3=0&t=-3out=
calcule fl(%) = 72—174.

o fo(—1) = —14, fo(1) = 2 et fo(t) = 6(2t —1)2 +8 -6 =3t2 -2t = 0 < t = 0,
£200) =2, f2(3) = 3.

o f3(0) =6, f3(2) = —1det fi(t) = -3(-1-1)?+3=-3t2—6t=0=t=0,-2. -2 ¢ [0,2]
et f3(0) a déja été calculé.

L. Seul £ € [~1,1]. On

wl

Wl

Le minimum global est donc atteint en yo(—1) = 73(2) = (—1,2) et vaut —14. Le maximum
global est atteint en v3(0) = v1(—1) = (—1,0) et vaut 6.

Exercice 6. Optimisation
Soit f : R? — R définie par f(z,y) = —y/(z — 1)2 + (y — 3)2. On considére le domaine C' donné
par

C={(z,y) e R?*(z—1)*+ (y — 3)* < 16} .
a) Décrire les ensembles de niveau de f.
b) Donner le minimum et le maximum globaux de f sur C et les points ol ces derniers sont atteints.

Correction.

a) Pour calculer les ensembles de niveaux, on observe tout d’abord que Imf = R_. Pour ¢ = 0,
Pensemble de niveau associé a ¢ est le point (1,3), sinon pour ¢ < 0, ’ensemble des (z,y) tels
que f(z,y) = c est un cercle de rayon —c > 0 et de centre (1, 3).



b) C est le disque de rayon 4 centré en (1,3). Il est fermé et borné, donc f admet un maximum
global et un minimum global sur C'; comme elle est continue. On cherche les extrema dans les
points

(a) Les points stationnaires & I'intérieur de C : tous les (z,y) tels que (z —1)2+ (y — 3)? < 16.
(b) Les points a U'intérieur de C' ou f n’est pas différentiable.

(c) Les points sur le bord 0C.
On calcule le gradient de f(z,y) :
x—1 y—3
Vf r,y)=1— s .
o ( Ve =12+ (y - 3)? \/(9«"—1)2+(y—3)2>

Les fonctions racines sont différentiables sauf 1a ou elles s’annulent. On a donc aucun point
stationnaire, mais un point de catégorie (b) en (1,3) avec f(1,3) = 0. Puisque f(z,y) < 0 pour
tout (z,y) # (1,3), on a forcément que (1,3) est un point & maximum global (et il est unique).

Comme les courbes de niveaux de la fonction f(x,y) sont des cercles centrés en (1, 3), telles que
plus le rayon du cercle est grand, plus la valeur de la fonction est négative, on a que f(z,y) = —4
pour tout (z,y) € OC et tous ces (x,y) sont des points & minima globaux.

Exercice 7. Révision - régle de la chaine : Dérivation en coordonnées polaires - gradient
Pour (z,y) € R?, on définit le changement en coordonnées polaires par

x=X(r,0) =rcosb,
y=Y(r,0) =rsinb,

avec r > 0 et 0 € [0, 27].
Réciproquement, avec (z,y) € R?, on notera r = R(z,y) = /22 + y2 et

(arctan (y/z), y>0,2>0,
oy y>0,2=0,
0 = O(z,y) = § arctan (y/x) + 7, x <0,
3 y<0,z=0,
arctan (y/x) + 27, y <0,z > 0.

Soit f = f(z,y) une fonction différentiable sur R2. On définit

fr,0) = f(X(r,0),Y(r,0)),
et réciproquement
f(z,y) = F(R(z,y),0(z,y)).
a) Montrer que si I'on définit (z,y) = ¢(r,0) = (X(r,0),Y(r,0)) = (r cosf,rsin6) on a
Vo f(r,0) = (2 F(r,0) 2 F(r,0)) = Vi f(rcost,rsing)V, 4(r,0),

ou on interpréte les gradients V, g fet Vi f comme des matrices 1 X 2 et la jacobienne V, g¢
comme une matrice 2 X 2.

b) Si on pose (r,0) = ¢~ 1(z,y) = (R(z,y),O(x,y)), montrer que
vx,yf(x’ y) = VT,GfN(R(wv y): @(wv y))vxayd)il(‘% y)‘

(Pour simplifier la preuve, on supposera x,y > 0)



Correction.

a) On applique la regle de la chaine

gf(r, 0) =§Tf(X(r, 0),Y (r,0))
:fif(x(r, 0),Y (r, 0))%):(7“, 0) + aayf(X(ﬁ 9), Y(W))(?:(“ )
:(i:f(X(r, 0),Y (r,0)) cos 0 + ;yf(X(n 0), Y (r,0)) sin 6.
De méme
‘;g(r,g) :(%f(X(r, 0),Y (r,0))
e F X 0L (1 0) G () + £ F(X(1,6). Y () G .0
:gxf(X(r,H), Y (r,0))(—rsin @) + ;yf(X(r, 0),Y (r,0))(r cos 0).

Or si on caclucle la jacobienne de ¢, on a

8—X(r 0) Qf(r 0) cos —rcos@
— r ? 0 ? =

Vio0(r,0) (%f(r, 0) %(7«, 9)) (sine rcos 0 ) '
On a bien alors

Vr,gf(’l“, 0) = (%f(r, 0) %f(r, 9)) = (a%f(rcosﬁ,rsiné?) a%f(rcos@,rsin&)) <

cos) —rcosf
sinf rcos@ |-

b) On applique la regle de la chaine

%x,y) :a% F(R(z,y),0(z,1))

=5, (B(2,9),0(z,y)) 5 (x,y) + %f(R(ﬂﬁ,y)a O(z,y)) 5 (@.9)
R, O ) =+ R ) O ) 1
=2 f(R(z.y), O 1) ST (B O )
et
) =5 [ (R(.). €(.0)
— o PRl 0@ 5 (510) + 5 F(R(,0). ©0e.0) 5 (010)
=g Re0). 0wt R 0), 00 0)

La jacobienne vaut

@l' @1' ;3 2 g 2
Vx,yﬁf)_l(%y):(?zég ) gég 7y;>:<\/x;ry W)

On a bien

Veul(@,y) = (2F@y) 1@9) = Vi f(R(,9),6(,y)Vays (@,9)

- x2 +y2 2 +y2



Exercice 8. Révisions - polynémes de Taylor
a) Donner le polynéme de Taylor a 'ordre 1 autour de (1,2) de la fonction f(z,y) = In(4 —x —y).
b) Donner le polynéme de Taylor & ordre 2 autour de (1, —1) de la fonction f(z,y) = e* T¥*~¥=3,
Correction.

a) Méthode 1 : par la formule

of _of B 1
%(%y) = @(x’y) = —m-
On a alors
pio) = 10,2)+ SL0.2)@ - )+ 0,20 -2) = @~ D= (y=2) = s~y +3

Méthode 2 : par composition

Quand (z,y) est autour de (1,2), 4 —z —y est autour de 1, on écrit donc f(z,y) = In(1+g(z,y))
avec g(z,y) = 3 —z — y et on développe In(1 + z) autour de z = 0 et on écrit 3 — z — y autour
de (1,2).

. plln(l—l—z)

e3—zrz—y=3—(z—141)—(y—24+2)=—(z—-1)— (y—2)

=z

Dot pi(z,y) = pr T (@ - 1)~ (y—2) = —(z—1) = (y—2) = —z — y + 3.

b) Méthode 1 : par la formule

8—f(a;, y) = ex2+y2*y*32x, a—f(x,y) = 612+y2*y*1(2y -1)

Oz dy
02 e 0? 22—y
a—xé(x,y) = T Y-y 3(4x2+2)aayj2r(xay) — Tty 1((29— 1)2 +2),
82f a2f z24y?—y—3
D’ou
of of
= f(1, -1 — (1, -1 -1 —(1, -1 1
po(eny) = £(L 1)+ (L =D = 1)+ 5L D)+ )
10%f ,  O*f 10%f 5
+ 5@(17 1)z —1)"+ 8x8y(1’ D@ —-1)(y+1)+ 5(@2(17—1)(9 +1)
11
:1+2(x—1)—3(y—|—1)—|—3(:1:—1)2—6(x—1)(y+1)+?(y+1)2
:3x2+%y2—6xy—10x+14y+§

Méthode 2 : par composition

Quand (,y) est autour de (1, —1), on a 22 +y? —y — 3 autour de 0, on écrit alors f(z,y) comme
e9@Y) et on développe e autour de 0 et g(z,y) = > + y*> — y — 3 autour de (1, —1).

Onap§ (z)=1+z+122et
g(z,y) = (—141) 2 +(y+1-1)—(y+1-1)=3 = (z—1)>+2(z—1)+1+(y+1)>=2(y+1)+1—(y+1)—2
=(x -1+ (y+1)?+2x—1) -3y +1)



D’ou
p5 (9(z,y)) = 1+(ﬂf—1)2+(y+1)2+2(9«“—1)—3(y+1)+%(($—1)2+(y+1)2+2($—1)—3(y+1))2
=142(z—1)=3@y+1)+(x—1)*+ (y + 1)

1
+ 5(4(:13 — 1249y +1)2 —12(x — 1)(y + 1)) + termes d’ordre supérieur

En ne gardant que les termes d’ordre au plus 2, on retrouve

11 11 15
pa(z,y) = 1—1—2(35—1)—3(y+1)+3(m—1)2—6(x—1)(y—i—l)—i-?(y—i-l)z = 3x2+?y2—6xy—10x+14y+?

Exercice 9. Matrice symétrique 2 x 2 (facultatif)
Soit A € Max2(R) une matrice symétrique.

a) Montrer que A est diagonalisable sur les réels, c’est-a-dire que A a toujours 2 valeurs propres
réelles.

b) Montrer qu'il existe v, v2 une base de vecteurs propres de A qui est orthonormale, c’est-a-dire
|vi]| = |lv2ll = 1 et (v1,v2) = 0. Indication : on pourra utiliser 'identité (Azx,y) = (x, ATy)
vraie pour tout x,y et toute matrice A.

c) Montrer que A est définie positive <= ses deux valeurs propres sont strictement positives.

Remarque : en remplagant A par —A, on a naturellement le résultat similaire : A est définie négative
<= ses deux valeurs propres sont strictement négative.

Correction.

a) Soit A = (CCL Z) Le polynoéme caractéristique de A s’écrit comme

xa(t) = t? — trAt + detA = t* — (a + b)t 4+ ab — %
Son discriminant est donc
A = (a+b)? —4ab+4c® = (a — b)* + 4c* > 0.
Donc il existe toujours deux racines réelles de x4, donc toujours deux valeurs propres réelles.
b) Soient A; et Ay les deux valeurs propres de A. On distingue deux cas :

cas 1: Ay = Ay = A, dans ce cas A = A\, et donc en particulier e; = (1,0) et e3 = (0,1) donnent
un base propre orthonormale.

cas 2: A1 # Ao. Au moins une des valeurs propres est différente de 0. Sans perdre de généralité
supposons que c’est \g. Soient v et vo deux vecteurs propres non nuls associés respective-
ment & A et A\y. On a

A2

(v1,v2) = (v1, /\*202>

1
= )\—2<vl,Av2>

= A—(Avl, vg) car A est symétrique
2

= 72<v1,v2>

Des lors, soit A\ = 0, et dans ce cas on obtient directement que (v1,v2) = 0, soit A; # 0,
mais dans ce cas i—; % 1 et la seule possibilité pour que I'égalité soit satisfaite est que
(vi,v2) = 0.

Dans tous les cas on trouve alors que v; et vy sont orthogonals. Pour obtenir une base

orthonormale, il suffit alors de choisir HEH et IIzgll’

10



¢) On montre les deux directions. Supposons que A soit définie positive, c’est-a-dire qu’il existe
C > 0 tel que
(Az,z) > C||z||*.,Vx € R?

Alors en particulier pour v;, un vecteur propre associé a \;, on a
(Avi, vi) = Alloil® = Cllus?

d’out nécessairement A\; > 0. Réciproquement supposons A; > Ao > 0. Ecrivons x dans une base
propre orthonormale : on a x = z1v1 + z2v2. On a alors

(Az, x) = (A(z101 + 2202, T1V1 + T2V2)
= (/\1x11)1 4+ Aoxovs, TV + $2v2>
= >\1£U% + )\QZL‘%

> Ao(2f + 23) = Ao|z]®

On obtient donc que A est définie positive en posant C' = Ag.

Exercice 10. Théoréeme de Schwarz (facultatif)

2 2
Soit f : R? — R une fonction définie au voisinage de zy € R? telle que 8—f, 8—f, ﬁ, o7
Oz’ Oy’ 0xdy’ Oyox

: - 0*f  0%f :
existent dans un voisinage de zq et , sont continues en xg. Montrer que
0xdy’ 0yox
0% f 0% f

Indication : Considérer la fonction

A(s,t) = f(xo+ ser + tea) — f(xo + ser) — f(xo + tea) + f(xo), (s,t) €[0,1] x [0,1]

et utiliser le théoréme des accroissements finis pour calculer lim — A(s, s) de deux manieres différentes.
s—0t 8

Correction.
Etape 1 : Soit

g(u) = f(xo +uey + teg) — f(xg+uer), h(v) = f(xo+ ser +ves) — f(xg + ves).
On vérifie que
A(s,t) = g(s) — g(0) = h(t) — h(0).

Etape 2 : En appliquant le théoréme des accroissements finis sur h et g, on a
. 0 - 0 -
9(s) — g(0) = g'(5)s = (8‘};(960 + Beq + tes) — 8%(9”0 + sel)> s = (¢(t) — ¢(0))s,

ou § €0, s] et p(w) = %(xo + Se1 + wea).

h(t) — h(0) = B (D)t = (‘;i(:co + se1 + teg) — gi(lto + i‘ez)> t=(¥(s) —¥(0))t,

ot t €]0,t] et Y(w) = g‘;(xo + ey + tea).

Etape 3 : En appliquant & nouveau le théoréme des accroissements finis sur @ et 1, on obtient
0’ f

o(s) — 9(0) = ¢ (B)st = 5 (o + s +-fea)st, { €0,
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et
82

920y (wo + e1 + teg)st, 3 €]0,s|.

B(t) — h(0) = v/ (3)st =

Etape 4 : En particulier,

A(s,s) =g(s) — g(0) = h(s) — h(0)
82 2

(zo + Se1 + 562)32 (xo + Se1 + tAeg)s2

" yor ~ dxdy
Si s — 07T, alors 3,%,8,1 — 0 et comme les dérivées sont continues en z, on a finalement
1 0% f 0% f
lim —A = = .
o0+ 52 (5,5) Oxdy (z0) Oyox (zo0)

Exercice 11. Développement de Taylor a I’ordre 3 (facultatif)

Soit f : Q2 € R? — R une fonction que I’on suppose C=(2), 2 ouvert.
Une astuce pour obtenir la formule du développement de Taylor consiste, pour xg,x € €2 tels que
[0, x] € Q, avec z = (z1,22), ©o = (x0,1,%02), & considérer la fonction ¢ = foy : R — R ou
7 : R — R? est la courbe paramétrée définie par v(t) = ¢ + t(x — m9), t € R (paramétrisation d'une
droite passant par x et xg). Puisque f(z) = g(1) et f(zo) = g(0), on considere le développement de
Taylor de g a l'ordre n

Zki My ().
k=0

En évaluant en £ = 1, on obtient

19(0) +7(1).

??“._u

flz) =
k=
On peut montrer que r4(1) redonne les expressions possibles pour le reste vues en cours et que 74(1) =
o([lz — zol|™).
Utiliser cette astuce pour calculer le développement de Taylor a l'ordre 3 de f, i.e.,

f(x) =f(x0) + (Vf(z0),z — w0) + 1<H(f)($o)($ — o), T — T0)

2

3
1 <3> o) 3—k k 3
— -(21 = 20,1)”" (22 — 20,2)" + o[l — zol[”).
T3 Z O3~ ’fa

L3

Correction.
On note

for = —=(v(1), i

e T

On calcule ¢'(t), g"(t),g"” (t) en utilisant la regle de la chaine, puis on évalue en ¢ = 0.

g/(t) = fﬂc1;y1 + fx2;727

7i(t) = 2 — o 4.

( ) fa:1x1( ) + froz V21 + forzeN1Y2 + froas (72)
:ftclwl (71) + 2f$1:v27172 + ftcgfcz (72) :

g”/(t) :fmwwl (;71)3 + faflem;)/Q(;Yl)Q + 2f$1$1l’2 (;}’1)2;72
+ 2fx233112;>’2;71'72 + fl'l-'E2I2;Y1 (;72)2 + fx2r212 ('3/2)3
:fxll“lfl?l (ﬁ/l)3 + ?’fxlwwz (71)272 + 3fx1x2$2'3/1 ('.YQ)Q + fx2332€132 (ﬁ2)3'
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