Analyse Avancée II — PH
EPFL Corrigé 6-B

Exercice 1. Pour s’échauffer - Hessienne
Pour chaque fonction ci-dessous calculer la matrice hessienne :

a) f(z,y) = (2% +y?)e™.
b) f(z,y) = cos(xy + x).

Indication : on pourra s’aider du fait que les fonctions sont C%(R?).

Correction.

82f Ty 2 2 2 Yy

a) 5@ y) = (2+dzy)e™ + (a7 +y )y’e
azf Ty 2 2\ .2 xy
W(xay) = (2+day)e™ + (a7 +y )a"e
a2f 82f 2 2\ xy
ayax(””’y) = axay(%y) = B+ zy)(z” +y e
82

b) 08 ,y) = —cos(y +2)(y + 17
82
8;:(:1:, y) = — cos(zy + z) x>
0% f B 0% f

g0 (z,y) = 920y (x,y) = —cos(zy + z)(y + 1)z — sin(zy + x)

Exercice 2. Développement de Taylor
Donner le polynéme de Taylor d’ordre 2 des fonctions ci-dessous autour de (xg, yo).

a) f(xay) = sin(3 + 3y +zy + y2)7 (.%'0, yO) = (17 _1)
b) f(x,y) = 63+2x+x2+y’ ($07y0) = (_17 _2)'

1

) f(z,y) = P n— (z0,50) = (2,0).

d) f($7y) - 1n(x—|—x2y), (1’0,y0) - (170)

Correction.

a) Méthode 1 : Formule.



On a

f(z,y) =sin(3 + 3y + 2y + v?) f(1,-1) =sin(3—3—-1+1)=0
0 0
a—i(aﬁ, y) =ycos(3 + 3y + 2y + v?) &J; (1,—1) = —1cos(0) = —1
gjyc(:v, y) =3+ x + 2y) cos(3 + 3y + zy + y?) ggjj (1,-1) =2cos(0) = 2
O f 2 . 2 *f
9.2 (@ Y) =~y sin@ 43y +ay +y7) 52 (L —1) =0
O (z,y) =cos(3 + 3y + zy + y?)
—y(3+x +2y)sin(3 + 3y + zy + ) 't (1,-1) =1
Oxdy "’
8Q—f(a: ) =2cos(3 + 3y + 2y + y?)
ayQ 7y - y y y
2 oy Of
— 3+ x+2y) sin(3+ 3y +zy + y°) 8y2(1’_1) =2
Donc,
1 , 11 1 )
p2(z,y) :0—(1‘—1)4‘2@4‘1)4‘5‘0'(33—1) +FF‘1‘($—1)(ZJ+1)+§'2'(y+1)
=—(@-D+2y+ )+ @ -y+1)+y+1)?°
Méthode 2 : Composition de fonctions.
f(z,y) = »lg(z,y)), avec
glx,y) =3 + 3y + zy + ¢* a développer autour de (1,—1)
©(z) =sin(z) a développer autour de g(1,—1) =0
¢ a un développement limité (DL) connu :
pi(z) =2
Pour g vu qu’il s’agit d’un polynéme, on a deux options :
Formule pour g :
g9(x,y) =3+ 3y +xy +y° g9(1,-1) =0
dyg B dg B
g g
ay(ﬂay) 3t+a+2y ay( ,—1)
P9 11 =0 99 1 _1y=0
g2 Y = ox2""’ N
0%g 0%g
0%g dg
1,—1) =2 1,—-1) =
ayg( ) ) Y ayg( ’ )



Ainsi,
11

py(z,y) :0—(x—1)+2(y+1)+%0(a:—1)2+ﬁﬁ-1.(x—1)(y+1)+%.2-(y+1)2

——@-D42y+ D)+ (@ —-D)(y+1)+ (y+ 1)

Feintes du Loup pour g
On a

g(z,y) =343y +ay+y°
=34+3y+1-D+(@—-1+)(y+1-1)+(y+1-1)>
=343+ -3+@-Dy+)—(z-)+wy+D)—-1+@y+1>-20y+1)+1
=— (- 42+ +(x—-D)y+1)+y+1)%
Vu que tous les termes sont de degré 2 ou moins, on garde tout et
pi(z,y) = —(z—1)+2y+ 1)+ @ -Dy+1)+(y+1)>
Pour finir,
iz, y) = —(z—1)+2y+ 1)+ (z— )y + 1)+ (y+ 1)*,

vu que tous les termes sont de degrés 2 ou moins, il n’y a rien a enlever et c’est le polynome de
Taylor de f :
paz,y) = —(z =) +2(y+ 1)+ (@ - 1)(y+ 1)+ (y+1)°

b) Méthode 1 : Formule.

On a
flz,y) 32w tatty F(—1,-2) =e37241-2 — 1
g‘i(m,y) =(2 + 2z) P2t g‘;(—la —2)=0
g;($’y) 32w tatty (69,1];(_1’ -2) =1
gz(%w 932wty

+ (2 + 2) 232ty gié(—1, —9) =2
;;gy (z,y) =2(1 4 x)e3+2+2"+y 8(1253/(_1’ —2) =0
gzy]gc(%m —3t2utaty ZZJ;(_L -2) =1

Ainsi,

1 11 1
pa(z,y) =1+0.(x+1)+1-(y+2)+5.2-(a;+1)2+ﬁi-o.(x+1)(y+2)+5.1-(y+2)2

=1+<y+2>+<w+1>2+%(y+2)2

Méthode 2 : Composition



f(z,y) = o(g(x,y)) avec
g(z,y) =3+ 2z + iy a développer autour de (—1, —2)
©(z) =€* a développer autour de g(—1,—2) =0
¢ est un DL connu :
1
pi(z) =1+z2+ 52"

Pour g, vu qu’il s’agit d’'un polynéme, on a deux possibilités :

Formule pour g

On a
g(w,y) =3+ 2z +2° +y g9(=1,-2) =0
0 0
;i(w,y) =2+ 2z %(—1,—2) =0
0 0
aflg/(w,y) =1 8—5(—1, —2) =1
0?%g 0?%g
w(x,y) =2 w( 1,-2)=2
0%g 0%g
dxdy (@) =0 &an(_l’ —2)=0
0%g 0%g
a—yQ(:L‘,y) =0 Tyg(_l? —-2)=0
Ainsi,

1 11 1
Pz, y) :O+O-(fv+1)+1-(y+2)+§-2~(1:+1)2+FF-0~($+1)(x+2)+§-0-(y+2)2
=(y+2)+ (z+1)

Feintes du Loup pour g
On a

g(z,y) =3+ 2z +2° +y
=34+2x+1-D+(@+1-1)*+(y+2-2)
=34+224+1) -2+ (xz+1)?-2x-1)+1+(y+2)—2
=(y+2)+ (z+1)

Vu que tous les termes sont de degré 2 ou moins, on garde tout et
p(a,y) = (y+2) + (z +1)°

Pour finir,

PE(P3(w,y) =1+ (y+2) + (z+1)* + % (y+2) + (@ +1)%)°

2

degré 4

:1—1-(y+2)+(x—|—1)2—|-%(y—i—Z)Q—i-(y+2)(x+1)2+1(m+1)4

degré 3
En enlevant les termes de degré trop haut, on obtient

Palwy) =1+ (g 2) + (o4 17 + 5y +2)



c) Méthode 1 : Formule

On a
f(x’y):?)—:n—le—xy f(270):ﬁ:
O () = - -
Oz (3—xz—2y — zy)?
:(3 —z 1——;5— xy)? gi@’ 0) =1

T e 30 =

7 @) =25— e ok 7 .0 =2

2

aaxéfy (w9 =35 = 12y ~ay)?
2
(;9;F2ii2P 5;£@”D:1+8:9

e T 20 =
Ainsi,
pa(z,y) :1+1-(x—2)+4-(y—())—l—%'2-(m—2)2+%%-9-(x—2)(9—0)+%-32-(y—0)2

=14 (z—2)+4y + (x — 2)® + 9(x — 2)y + 163>

Méthode 2 : Composition
flx,y) = ¢(g(z,y)) avec

g(zr,y) =—24+x+ 2y +xy a développer autour de (2,0)

o(z) = a développer autour de g(2,0) = 0.

(Remarque : g(z,y) =2 —x — 2y —xy et p(z) = ﬁ fonctionne aussi.)
@ est un DL connu :

pi(z) =1+ 242
Vu que g est un polynoéme, on a deux options :

Formule pour g :



g(x,y) =—2+x+2y+my 9(2,0) =0
0 0
So(ey) =1+y 2(2,0) =1
15) 15)
8—5(w) —2+ 55(2’” =4
9?2 0?2
Té(w,y) =0 87:(}‘2(270) =0
0%g 0%g
910y (z,y) =1 39:83/(2’0) =1
0? 0?
Tyé](x,y) =0 87;2](2’0) =0

et donc,

1 11 1
pg(%y):0+1'($—2)+4'(?/—0)+§‘0'($—1)2+FF'1'(-T—Q)(?J—O)ﬂLE'O'(y—O)Q

=(x—1)+4y +(z —2)y

Feintes du Loup pour g
On a

g(w,y) =—2+x+2y+ay
=—2+(r—24+2)+2y+(xr—2+2)y
=(z—-2)+4y+ (z—2)y

Vu que tous les termes sont de degré 2 ou moins, on garde tout et

py(z,y) = (. —2) + 4y + (z — 2)y.

Pour finir

PEPY(x.y)) =1+ (x —2) + 4y + (x — 2y + (x — 2) + 4y + (z — 2)y)°

=l4+(x—-2)+4y+ (z—2)y
+(x = 2" +16y% + (¢ — 2)%y° +8(x — 2)y + 2(z — 2)°y + 8(z — 2)y?
~————

degré 4 degré 3 degré 3

En ne gardant que les termes de degré 2 ou moins, on obtient
paz,y) = 1+ (v = 2) + 4y + (z = 2)° + 9(x — 2)y + 16y

d) Méthode 1 : Formule.



f(x,y) =log(z + 2°y) log(1,0) = log(1) = 0
of 1+ 2zy of _
af B z? of B
Fy(m’y) —m 87/(1,0) =1
827]“( ) = 2y
ar2 Y x4 a2y
B (14 2zy)? & o
(x + 22y)? 0z (1,0)=-1
0% f 2x
oy (z,y) x4+ a2y
1+ 227)x? 0% f B
(z + 22y)? 9y @y =1
0% f z? 0% f
oY T g

Ainsi,

p2(z,y) =0+1-(z—1)+1-(y—0)

1 11 1
b ()= 1 4 @ = (= 1)+ 5 (<1)- (y = 0)
1 1
=@z -D+y— 5@ -1+ @ -1y -y’
M¢éthode 2 : Composition
f(@,y) = o(g(z,y)), avec
g(z,y) =—1+z+ 2% a développer autour de (1,0)
o(z) =log(1 + 2) a développer autour de g(1,0) = 0.
@ est un DL connu :
2
z
P
p3(z) =2 9

Pour g, vu qu’il s’agit d’'un polynoéme, on a deux options :

Formule pour g.



g(z,y) =—1+z+2%y 9(1,0)=0
g _ 99 _
5, (& Y) =1+ 2zy 5 (1,0) =
69 2 ag
—(z,y) =2 —(1,0) =
ay( ) 6y( )
&g d%g
329 82
d%g d%g
Tyg(ﬂc,y) =0 8y2(1 ,0)=0
Ainsi,
1 11 1
Piey) =1-(z—1)+1-(y=0)+ 5 0-(@=1)?+ 55 2- (@ =Dy —0)+ ;- 0- (y—0)

=(r—y)+y+2(z -1y

Feinte du Loup pour g
On a

g(x,y):—1+a:+:c2y
=—1+@—1+D)+(x—-1+1)%

=(z—=1)+ (z - 1)’y +2(z - Ny +y
~—_————
degré 3

En ne gardant que les termes de degré 2 ou moins, on obtient
py(z,y) = (x = 1) +y +2(x - Ly.

Composition

Pour finir, on a

PEW(.0) =z — 1)y 2(x — Dy — 5 (o= 1)y + 20 = 1)y’
:(:U—l)—l—y+2( —1)y

— =y 2@ - 1) — (- 1)y — 2(z — 1)’y — 2(z — 1)y?

1
—y? =2z — 1%y —2(x — 1)y* —2(z — 1)%°.

(e~ 1)ty - 51+ -y

degré 3 degré 3 degré 4

En ne gardant que les termes de degré 2 ou moins, on obtient

palay) = (@ = 1)y~ 5o~ 12+ (@~ Dy — 39

Exercice 3. Regle de la chaine



a) Soient les fonctions f : R — R et g : R? — R définies par f(t) = e’ et g(x,y) = ||(z,y)||. Calculer
Vy(z,y) et V(f o g)(z,y)

b) Soit la fonction f : R? — R3 donnée par f(z,y) = (—y,z, = +y). Donner la matrice jacobienne
de f.

c) Soient f:R2 — R3 et g : R3 — R? données par
f(z,y) = (—y, @, 2y)
glz,y,2) = (22 +y* — 22,22 + 3 + 22)
Donner 'expression de la composition h = g o f et calculer la matrice jacobienne de h.
d) Soient f:R3 — R? et g : R2 — R? données par
fla,y,2) = (72, 2% + yz)

g(z,y) = (cos x,siny)

Donner 'expression de la composition h = g o f et calculer sa matrice jacobienne.

Correction.
a) On a :
%(m,y) = a%\\(ﬂfay)!\ = %m: 2 x22x+ 2o H<;y)”
) = Ty
8](;; 9 (ay) = %ell(mvy)\\ — e”(“’)”m
a];; 9(z,y) = el@vl ”(;/y)n

Remarque : on calcule tres rapidement les dérivées partielles de f o g a ’aide des formules de
dérivation de fonctions composées

of o d 0
229 ) = L gl 22 )
et
dfog df dg

3y (z,y) = @(g(wvy))afy(x,y)-

b) On peut calculer la jacobienne de f(x,y) = (fi(z,y), f2(z,y), f3(x,y)) comme :

Vf1(a?,y) 5 5 0 —
Vf(x,y) = | Vilz,y) :(£ %): 1 0
Vf3($,y) 1 1

c) On a h(z,y) = (hi(z,y), ha(z,y)) = (v* + 2% — 22y, 2% + y? + 22y) et on calcule
~(on an\ _ (Vhi(z,y)\ (22 -2y 2y-—2x
Vi) = (8r 8y> - (th(x,y)) - (2x+2y 2y—|—2x> '
d) On a h(z,y, 2) = (b (2, 2), ha (2,9, 2)) = (cos(€V+2%), sin(a? + y2)) et la jacobien

Vi) = (g v

or 0Oy Oz

(8h oh 8h> B (_ Sin(ey+2x)ey+2x2 _ Sin(ey+2x)ey+2x

9

0

cos(x? + yz)2x cos(z? +yz)z  cos(x? + yz)y

)



Exercice 4. Reégle de la chaine
Soit f(z,y) = 2% + y%. On considere la courbe paramétrée suivante v : R — R? définie par

Y(t) = (z(t),y(t)) = (e " cos(27t), e~ sin(2nt))
a) Calculer la dérivée de la fonction fo~y: R — R.

b) Répéter le point précedent en utilisant la courbe:
V() = (x(t), y(t)) = (cos(2mt), sin(2xt)).

Pourquoi la valeur de la dérivée est-elle 07 Penser aux ensembles de niveaux de f et a la formule
de dérivation de fonctions composées :

of

@) = 2L ey %y + o

SO+ 5 )0 = (V16 0). 30

Correction.
a) Ona (fom)(t) = 22(t) + y2(t) = 2. Dot & f((t)) = —2¢~%.

b) On a (fo7)(t) =22(t) +y*(t) = 1 d’ott & f(v(t)) = 0. Or, on sait que les ensembles de niveaux
de la fonction f sont des cercles centrés en l'origine. Le gradient de f étant toujours orthogonal
aux ensembles de niveaux on a

(VI(v(®)), 7)) = 0= - f( () = 0.

Exercice 5. Regle de la chaine

a) On donne la fonction f : R? — R? définie par f(x1,22) = (73,71 — x2) et g : R2 — R telle
que Vg(y1,y2) = (—ya2sin(y1), cos(y1) + 2y2). On considere la composition h = go f : R> — R.
Calculer VAh(1,0).

b) On donne la fonction f : R? — R3 définie par f(x1,22) = (—21(1 — 212),23(1 — x9), 2172) et
une fonction g : R? — R une fonction de classe C''(R3). On considere la composition h = go f :

R? — R. Alors
O (;9;2(1 0) = gjl(—u,o) —2552(—1,1,0) +§ygg(—1,1,o)
0 552(1 0) = 255(1 0,0) — gj (1,0,0) +a85(1’0’0)
O 552(1 0):255( 1,1,0)—(%( 1,1,0) + ayg( 1,1,0)
O 52(1,0)2 gyg( 1,1 0)+2§y2( 1,1,0)
Correction.

a otons f(x1,x2) = (f1(x1,22), fa(x1,x2)) et calculons également = n utilisant la
) N f(@1,22) = (fi(21,22), fo(z1, 22)) lculons égal f(1,0) = (0,1) En utilisant 1
formule de dérivation en chaine on a

oh g ofr g 0fa
8731(170) o ——(f(1, 0))8x (1,0) + 872(‘]0(1’0))87551(1’0)
99 0f 99 0 = (—1sin . cos -1)-1=
=3 1(0 1)8 1(1’0)4_873;2(0’1)8751(1’0)_( 1sin(0)) - 0+ (cos(0) +2-1)-1=3
et
Oh 89 8f g af2
_Og 3f1 dg dfa .
8y1 —(0, 1)8371 (1,0) + s —(0, 1)8 (1,0) = (—1sin(0)) - 2- 1+ (cos(0) +2-1) - (—1) = —3.

10



b) Notons f(z1,x2) = (fi(z1,x2), fo(x1,22), f3(z1,22)). On commence par écrire la formule de
dérivation de fonctions composées pour h = g o f au point f(1,0) :

oh 0y df1 dg dfa dg Ofs

On calcule f(1,0) = (—1,1,0) et
0 0 0
8£($1’$2) = 21, &Z(fﬂl,m) = —a3, 89{2(961@2) =7
d’ou of o) of
1 _ 2 _ 3 _
87372(1’0) - 27 axz(l’o) 17 8332 (170)
et donc la bonne réponse est
oh dg dg dg
B —(1,0)=2—(-1,1,0) — =—(-1,1,0) + =—(—1,1,0).
o (10 =25 (12,00 = (1104 2 (-1

Exercice 6. Révisions plan tangent
Pour les fonctions f: Dy C R? — R et les points (zg,y0) € R? donnés ci-dessous, donner I’équation
du plan tangent au graphe de f en (xg,yo, (0, y0))-

a) f(xay) =Tr—Yy—- .T2 +y37 (950,1/0) = (_27 1)
b) f(x,y) =5—a%— Sin($y)v ($an0) = (170)'

©) flw,y) = tan(a® + ), (v0,30) = (%.0).

Correction.
a) On a
Y () =1~ 2
af

Fy($’y) :3y2 -1 = Vf(—2, 1) = (572)

et donc I’équation du plan tangent est
z =f(wo,y0) + (Vf(20,90), (* — 20,y — y0))

:—6+<(5,2),(1‘—|—2,y—1>>
=—6+5x+10+2y—2

=2+ 5z + 2y
b) On a
0
ggtmy)z-—lr—yCOﬂxw
g‘;(x,y) =—zcos(zy) = Vf(1,0)=(-2,-1).

et donc I’équation du plan tangent est

z =(x0,%0) + (Vf(z0,0), (x — 20,y — ¥0))
=4 +((=2,-1),(z — L,y))
—4 22y
=—2z—-y+6

11



c) On a

of B 2z

%Cﬁy) cos?(z2 +y)

of _ VT o\ L
a*y(%?J) ~cos2(a2 + ) :>Vf< 2 ,0> = (2v7,2)

et donc ’équation du plan tangent est

z =f(zo,y0) + (Vf(xo,v0), (x — z0,y — Yo0))

— tan (%) + <(2\/7T, 2), <5E - \fy)>

=2Vrr+2y+1—m

Exercice 7. Révision - gradient et direction de croissance maximale
On considere la fonction

fla,y) =2z —1)* + 42

a) Dans quelle direction & partir de (2,3, f(2,3)) la pente du graphe de f est-elle maximale ?
Donner la valeur de la pente.

b) Quelle direction & partir (2,3, f(2,3)) doit-on suivre pour se trouver sur un ensemble de niveau
?

c¢) Si on se dirige a partir du point (2, 3, f(2,3)) selon la direction ”en vue de haut” v = (1,1), que
vaut la valeur de la pente 7

Correction.

a) On sait que le gradient de f pointe en direction de la pente maximale. On a Vf(z,y) =
(4(x —1),2y) et donc depuis le point (2,3, f(2,3)), la pente maximale est dans la direction ”vue
de haut” Vf(2,3) = (4,6). La pente vaut ||V f(2,3)| = V52 =213

b) Le gradient étant orthogonal au courbe de niveau, pour suivre une courbe de niveau il faut donc
se diriger "en vue de haut” selon la direction orthogonale au gradient, a savoir (—6,4).

c¢) La valeur de la pente p est donné par la dérivée directionnelle dans la direction v = (1,1) :

1 of 1

p= m%(zz)’) = E<vf(273)7 (1’ 1)> =

—
)=

12



