Analyse Avancée II — PH
EPFL Série 5-B — Corrigé

Exercice 1. Pour s’échauffer - plan tangent
On considere la fonction f(z,y) = 2% + 432,

1. Trouver I’équation du plan tangent au graphe de f au point (xg, yo, f (0, ¥0)), ou (zo, y0) = (2, 1).

2. Donner un vecteur normal n au graphe de f en (xg,yo, f(x0,¥0))-
Correction.

1. On calcule V f(z,y) = (4z,8y) d’'ou Vf(2,1) = (8, 8). L’équation du plan tangent en (z9, yo, f (20, %0)) =
(2,1,12) est

z = f(xo,y0) + (Vf(20,%0), (x — 20,y — y0)) = 12+ ((8,8), (v — 2,y — 1)) = 8z + 8y — 12.

2. Un vecteur normal au graphe est donné par

n = <—g£<$o, Yo), —g;(an Yo), 1) =(-8,-8,1).

Exercice 2. Un peu plus sur les plans tangents
On considere la surface S de R? définie par

S={(z,y,2) e R}z = zy}.
1. Déterminer 1’équation du plan tangent a S au point (2,3, 6).

2. En quels points de S, le plan tangent est-il parallele au plan II d’équation z = —éx +y+ %7
Donner I’équation du plan tangent.

3. Déterminer 1’équation des plans tangents a S et qui passent par les points P = (4,2,8) et

Q = (6,0,2).
Correction.

1. On vérifie d’abord que (2,3,6) € S puisque 6 = 2 - 3. La surface S est définie comme le graphe
de la fonction f(x,y) = xy dont le gradient est V f(z,y) = (y,x). L’équation du plan tangent a
S au point (2,3,6) est donc donné par

z2=f(2,3)+(Vf(2,3),(r—2,y—3) =6+3(x—2)+2(y —3) =32+ 2y — 6.

2. Un plan est défini par un vecteur normal et un point. Un vecteur normal de II est (%, -1,1).
La normale du plan tangent dans un point (g, yo, f(zo,y0)) de S est

<—g£($0, Y0), —gjyc(xth Y0), 1) = (—yo, —z0, 1).

Pour que les plans soient paralleles, les directions normales doivent coincider d’ou

1

= —— =1.
Yo 6,$0

Le point de tangeance est donc

1 1

(w0, 9o, f(xo,y0)) = (1, —5 _6)



3.

et I’équation du plan tangent en ce point est

z =f(zo,y0) + (V.f(x0,%0), (x — z0,y — %0))

1
=g Tyol@—20) + oy —y —0)
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Soit (o, Yo, f(xo,y0)) un point de graphe. L’équation du plan tangent au graphe en ce point est
donnée par

z = f(xo,y0) +(V f(x0,y0), (x — 20,y —¥Y0)) = Toyo + yo(z — o) +To(y — Yo) = Yo + Toy — Toyo-

Comme P et @ doivent apparenir au plan, ils doivent satisfaire ’équation du plan et on obtient

les conditions
{ woyo + yo(4 — wo) + z0(2 — yo) = 8,
woyo + yo(6 — x0) — Toyo = 2.

La deuxiéme équation donne yy = 2/(6 — o). En remplagant dans la premiére et en résolvant
I’équation en xg on obtient les deux solutions zop = 5 et 9 = 4 auxquelles correspondent
respectivement les ordonnées 19 = 2 et yp = 1. Donc on obtient les deux plans tangents :

z=-104+2z + 5y tangent en (5,2,10),

z=—4+x+4y tangenten (4,1,4).

Exercice 3. Plan tangent & une surface décrite implicitement
Soit la surface S de R? définie ”implicitement” par

S = {(r,y,2) € R} — 227 + 3y — 4¢* = 0} .

Soit zg tel que (1,2, z) € S.

1.

2.

Déterminer la valeur de zg.

Donner I’équation du plan tangent & S au point (1,2, 2¢).

Indication : décrire la surface S comme le graphe d’une fonction f de variables z et y dans un
voisinage de (1, 2).

Correction.

1.

2.

Comme (1,2, zg) doit appartenir & S, on doit avoir

—246—4e* =0 e =1« 2=0.

Pour trouver I’équation du plan, on décrit d’abord S (localement) comme un graphe de fonction
en isolant 2 : (z,y,2) € S & e = —222 + 3y & 2 = In(—32% + 3y) avec — J22+ 2y > 0. Dans
un voisinage de (1,2), on a bien —%xz + %y > 0 puisque —% 14 % 2=1>0c¢et %xz + %y est
une fonction continue.

On décrit donc S proche de (1,2,0) comme le graphe de la fonction f(z,y) = In(—32% + 3y) et
le plan tangent & S en (1,2,0) est donné par

2= f(1,2)+(Vf(1,2),(z -1,y - 2)).



On calcule

af —x

ax(x7y) = _%x2+ %y
et

of 3

@(xay) = —2:r2+3y

d'ott V£(1,2) = (—1,32) et donc I'équation du plan est

I
z=—x+-y— -.
1Y 73

Exercice 4. Dérivées directionnelles
Pour les fonctions ci-dessous différentiables en (xg,70) € R? et les directions v € R? données,

0
calculer o1 (o, Y0)-

Indication : utiliser la formule vue au cours pour une fonction différentiable.

Correction.
1. On a
of 2z Of 1 (41
aim(xay)_xQ_Fyaaiy(mvy)_xg_’_y :>Vf(2,1)—<5,5)
Ainsi,
P (ALY (3 Ay _ 16
2. On a
0 0
@) = ) =21 )y = V0.1 = (12
Ainsi,
Of 0.1 = _ 11\ _3
00 =000 = (12 (5 ) ) =
3. On a
0 2_, O 2
) =20 L @) = e S0 =@
Ainsi,

%(1,1) = (Vi1 1).v) = <<2,—1)7 <15iaﬁ>> - _%'

Exercice 5. Fonction continiiment différentiable
Soit la fonction f: R? — R définie par

flz,y) = q 22+’



1. Montrer que f est continue sur en (0,0).
Calculer les dérivées partielles de f en (0,0)
Montrer que f est différentiable en (0,0).

Calculer les dérivées partielles de f en (z,y) # (0,0).

AN T S o

Déterminer si f est continument différentiable en (0,0).
Correction.

1. La continuité en (0,0) se montre en passant en coordonnées polaires. On a

3y r4 cos(go)3 sin(yp) 9
- = = <
o) = £0.0] = | 57 o)) <2
etdonc =~ tlim |f(@,y) = £(0,0)] < lim r? = 0.
2. En (0,0) on a:

33: x—0 x z—0 X

07 (0,0 = 1im L@V = SO0 _ 020 _

8’!/ y—0 Y y—=0 Yy

3. Il suffit de vérifier que

lim f(hl, h2) — f(O, 0) — <Vf(0,0), (hla h2)> —0.

(h17h2)—>(0,0) \/ h«% + h%

En coordonnée polaire (hy, hy) = (rcos(f),rsin(f)), on a

_ _ 4 3
(1. hg) = £(0,0) = (TF(0.0), (s, ha)) | _ [reoste)sin(o)| oo o
NEeT =
et donc f est différentiable en (0,0).
4. Pour (z,y) # (0,0), on a
af 32y 224y
7('%'1 y) = 3 2 2
ox ety (1’2 —+ y2)
et
af z3 22312
7(‘7:’ y) = 3 2 2
y xe+y (22 + y2)
5. On doit montrer que les dérivées partielles %, % sont continues en (0,0), c’est-a-dire :
. of of
1 — =—(0,0)=0
e o0 B (z,y) = 5(0,0)
et

) of of
lim —(x,y)=—=-(0,0)=0
(z,y)—(0,0) 8y( v) 8y< )

En passant en coordonnée polaire (x,y) = (r cos(), rsin(theta)), on observe que

or (rcos(0), rsin(theta))

<bH5r—=>0sir—0F
ox

et
ZZJ:(T cos(0), TSin(G))’ <3r—0sir—0"

La fonction est donc contintiment différentiable en (0,0) puisque les dérivées partielles y sont
continues en (0, 0).




Exercice 6. Fonction continiiment différentiable
Soit la fonction f : R? — R définie par

$3y3

2 .20 (xvy) 7é (070)
feg)={ TV

0, (Ia y) = (07 O)

Déterminer si f est continiment différentiable en (0, 0).

Correction.
On doit montrer que

of of
2L =2L0,0
™ o) B (z,y) = 5(0,0)
et of of
lim —(x,y) = =(0,0).
(2,)=(0,0) ay( ) 8y( )
Calcul des dérivées partielles en (0,0)
On a 0
8f T f(O‘l‘h,O)—f(0,0)_ . h2+0_0_
3z 00 = Jimy h =
et 0
8f T f(070+h)_f(070)_ : 0+h2_0_
gy (00 = fimy h = =0

Calcul des dérivées partielles pour (z,y) # (0,0)

0 < a3y > oty 4 32y

dx \ a2 +y2 (22 + y?)?
et
9 233 B 23yt + 320y2
ay 1»2 +y2 - (1»2 +y2)2
On cherche a vérifier directement le critere des deux gendarmes sous forme polaire :
(P ;3 2 ;05
o< |2 )| = Lo rsn] | LD 1 30 0
= 73| cos?(0) sin®(0) + 3 cos?(A) sin®(0)] < 413 — 0sir — 0T
D’ou of of
li - =0=—(0,0).
s si00) 9z 1Y) 75 %0
Un calcul identique permet de montrer que
of aof

lim —(x,y)=0=—=-(0,0):
(x,1)—(0,0) By( v) 8y( )

77 (cos®(0) sin?(0) + 3 cos®() sin?(9))
A

0 0
0< ‘a‘g(x,y)‘ = ’(az(rcos(ﬁ),rsinw)‘ =

= 13| cos®(#) sin® (A) + 3 cos®(A) sin®(0)] < 413 — 0sir — 0T

Les dérivées partielles sont donc continues en (0,0) et donc f est contintiment différentiable en (0, 0).



