Corrigé série 19 Euler 3éme année

Corrigé série 19

Exercice 1 (10 points)
On veut transformer la matrice (A|I) en (I | A™1). Voici les étapes :

102|100 10 2 | 1 00 10 2 | 1 00
D3 (3)E21(—2) 1 E31(-5) 1
220010 — 01—2|—150—>01—2|—1§O
543 1] 001 54 3 | 0 01 04 -7 ] -5 01
10 2 | 1 0 0 10 0 | 3 4 =2
PO o1 —2 ) -1 2 oS o —2 ] -1 Lo
0 1 | -1 =21 o 1 | -1 =2 1
100 | 3 4 =2
201010 -3 =L 2
001 ] -1 =2 1
Donc,
3 4 =2
-1 _ 7
A7 =|-3 -5 2
-1 -2 1
Exercice 2 (10 points)
En forme de matrice, on trouve que
—1 —1
r ay | . (* ay | .
r —y | a 0 —(a+1y | a+1
Si a = —1, l'espace de solutions est
{(z,y) 1z —y=-1}
Dans le cas ot a # —1, il y a exactement une solution : y = —l et x =a — 1.
Exercice 3 (10 points)
On calcule que
11 1 | 1-a 11 1 | l-a 1 11| 1-a
a 14+a 1+a | a=a*| — |0 1 1 0 — [0 1 1 | 0
a 1—a 1—a | a® 0 1-2a 1-2a | 2d*—a 000 | 2¢°—a
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Donc, si une solution existe, a = 0 ou a = % L’espace de solutions (si une solution existe) est

{(z,y,2) :x=1—a,y=—z}.

Exercice 4 (10 points)
La matrice A de a dans la base canonique est

-3 14 2
0 3 0
-3 17 2

On calcule le déterminant de A — A1 :

—3-A 14 2
det[ 0 3-x 0 |=...=A3=NA\+1)
—3 17 2-2)

Les valeurs propres sont donc —1, 0 et 3.
On commence par exemple par trouver I’espace propre associé a la valeur propre 3. Il faut donc

-6 14 2
déterminer le noyaude A—3I=| 0 0 0 |. Ainsi, il faut résoudre le systéme
-3 17 -1
—6x + 14y +22 =0
r =4y
0=0 =
z =0y

—3r+ 17y —2=0

On cherche ensuite de la méme maniére que ci-dessus les espaces propres Fy et F; de A. Les

vecteurs propres de A sont donc

4 1 2
11,101,160
) 1 3

et leurs valeurs propres sont, respectivement, 3, -1, et 0. Par conséquent, une base qui donne une
matrice diagonale est B* = ((4;1;5);(1;0;1);(2;0;3)) et la matrice diagonale dans la base B* est

30 0
A"=10 0 0
00 —1
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Exercice 5 (10 points)
La matrice de o par rapport a base canonique est

w N

1
A=10
2

N OO

On calcule le déterminant de A — M\ :

det| 0 3—-X 0 |=(0-MB-N2-)

Les valeurs propres sont donc 1, 2 et 3.
On commence par exemple par trouver I'espace propre associé a la valeur propre 3. Il faut donc

-2 2 0
déterminer le noyaude A—3I'=]1 0 0 0 |. Ainsi, il faut résoudre le systeme
2 —4 -1
—2x4+2y=0
r=y
0=0 A
z= =2y
2 —4dy—2=0
-1
Ainsi, 'espace propre est par exemple engendré par le vecteur propre | —1 |. On peut calculer que
2

-1 0

les espaces propres F; et Fy associés de A sont engendrés par | 0 | et | O |, respectivement. Par
2 1

conséquent, une base qui donne une matrice diagonale est B* = ((—1; —1;2); (—1;0;2);(0;0; 1)) et

la matrice diagonale dans la base B* est

S

*

I
o o w
o — o
N O O
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Exercice 6 (10 points)

a) Vrai. Si A et B sont des matrices n x n semblables, alors il existe une matrice P inversible de
rang n telle que
AP = PB.

Comme la dimension du noyau de P vaut 0, on a que la dimension du noyau de AP vaut la
dimension du noyau de A.
De méme, la dimension du noyau de PB vaut la dimension du noyau de B.

Comme la dimension du noyau de PB vaut la dimension du noyau de AP (comme AP = PB),

on a que les rangs de A et B sont les mémes.

()0 ()

(qui sont de rang 2) ne sont pas semblables.

b) Faux. Les matrices

¢) Vrai. Les matrices de rotation d’angle m/4 et de rotation d’angle 7/8 ont méme rang.

d) Vrai. Si A et I,, sont semblables, alors il existe une matrice P telle que
A=pP ', P=1,

comme toute matrice commute avec I,,.

Exercice 7 (10 points)
Soient a,b € R et

1 1 1
A=1la a a
b b b

On calcule le déterminant de A — A\, en utilisant les matrices élémentaires Eso(1)FE3;(1), puis
Egg(—a) .

1—A 1 1 1—=A 1 1

det a a—X a = det a a— A a
b b b— A a+b+1—-XN a+b+1—-X a+b+1-AX
1—A 1 1 1-Xx 1 1
=(a+b+1—-XNdet| a a—X a|l = (a+b+1—=XN)det| 0 =X 0
1 1 1 1 1 1

(a+b+1=XN[1=X) (=N 4+ = Na+b+1-2])
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Les valeurs propres sont donc 0 et @ + b+ 1 et les espaces propres associés sont
—1 -1 1
< 11,10 > et < a > .
0 1 b

Exercice 8 (10 points)
Il est clair que « est linéaire : chaque élément de la base canonique est envoyé sur un autre.

Soit x = (x1, X2, x3,...) une suite de nombres réelles. Si a(xz) = Az pour un certain A, on a

To = )\Z’l
I3 = )\33'2
Ty = )\1’3

Alors, sin > 1, x, = \" 2.

Donc, les vecteurs propres sont de la forme
_ 2 3
x = (21, \x1, \21, X1, .. )
avec valeur propre correspondante A € R.

Exercice 9 (10 points)
Soit A la matrice de M,,(K) dont tous les coefficients valent 1. Soit

X

X2

un vecteur de K™. Si on a
Ar = Az,

pour un certain A, alors
T+ T+ @y, AT
Ty +x9+ -+ x, /\33'2

L1+ T+ -+ Ty )\xn
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donc, Ax1 = Axg = -+ = Ax,. Alors, soit A\=net x=c , ce K,

soit A\=0et z€{(v,...,v,) €EK" 01+ - +v, =0}

Exercice 10 (10 points)

Soit v € V un vecteur propre de « o 3 avec valeur propre \. Alors par définition,
(a0 B)(v) = Ao = a(B(v)) = \v.

Soit u = f(v).

SiuzOona  (Boa)(u) = Ala() = BalB)) = Bw) = A(Bv) = Au

donc u est un vecteur propre de S o a avec valeur propre .

Si u = f(v) = 0= 0v, alors 0 est une valeur propre de § et c’est aussi une valeur propre de (o a,
car soit Jw € V tel que a(w) = v et (foa)(w) = B(v) = 0 = Ow, soit o n’est pas surjective, et par
le théoréme du rang, ker o # {0} donc Jw # 0 tel que a(w) = 0 donc (foa)(w) = F(0) =0 = Ow.
De plus, A = 0 est aussi une valeur propre de a0 5 car a(f(v)) = a(0) = 0 = Ov.

Ainsi, chaque valeur propre de « o 3 est une valeur propre de [ o a.
De méme, chaque valeur propre de (3 o a est une valeur propre de a o 3.

Donc, ao 3 et o« ont les mémes valeurs propres.

Exercice 11 (5 points)
a) Clest clair.

b) Par la premiére partie, on sait que chaque base de n’importe quels vecteurs (linéairement
indépendant, bien siir) est une base qui est composée de vecteurs propres. Aussi, toutes les

valeurs propres valent a pour les vecteurs dans la base.

c) Par la deuxiéme partie, chaque matrice P de changement de base est composée des vecteurs

propres dont toutes les valeurs propres valent a. Donc,
P7'AP = al,.

d) Cela suit immédiatement de la troisiéme partie.

e) Note que al, commute avec toute matrice n x n. Donc,

P~ Yal,)P = (al,)(P~'P) = al,.



