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Nous avons terminé la semaine passée en identifiant ’espace vectoriel de toutes les applications
linéaires entre deux espaces de dimension finie avec un espace vectoriel de matrices. Nous allons
voir aujourd’hui que cette identification est aussi compatible avec le produit. Nous verrons ensuite

quelques matrices élémentaires que nous utiliseront dans les cours suivants.

1 Espaces vectoriels de dimension finie

Pour commencer, nous voulons réfléchir a la signification du choix d’une base B = (ey, ..., e,)
d'un K-espace vectoriel V' de dimension finie n. Nous nous en servons pour écrire la matrice d'une

application linéaire v : V' — V| mais aussi pour se représenter les éléments v € V comme des

A1
vecteurs écrits en colonne : ou les \; sont les coefficients des vecteurs de base e; dans 'ex-
An
n A
pression de v comme combinaison linéaire des e;. Explicitement, v = Z Aie; =
i=1 A,

B

Exemple 1.1. 9
Dans R[z]=? muni de la base canonique B = (22, z,1), 322 +5z—7= | §
=

1

Toujours dans R[2]<2 mais muni de la base B* = (322, — 1,2), 322 +5x —7= | o %

o 34 5x~F = A ('sz)+ §(x~|) ~4(2) A

Théoréme 1.2. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie n.

Alors il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels o« :V — K",
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Démonstration. On choisit une base B = (ey,...,e,) de V et on définit o : V' — K™ de la fagon
suivante : O&(e—{,) - (@) O) ct O} ‘/{ ) V) | ee s O)
1\ Le'w\{ \00.3-'; Liovx .

2]

?M -inxé,om\cr, ) O owao- pou V = 2 }\éQ,{ E \/ )

v\(\/\ = (>\A)>‘?., L ’/\W> =
o ‘u(f Qemé anset pee conp(fuu}/iow. Elle b 5ur\4_c14vc cor bV = dimn KW
e,\: 6“1 ezk 'lvmlw“fvf— o Kee (o(): foﬁ ) »
EV\. 6q:bl( ) Z >\C€~|' -0 & >\C =0 o 6:(64,.._,6,,\) e.sl’uwa
Pone & esk \olhu.tw-t -

Exemple 1.3.

Soit Q[z]=° l'espace vectoriel rationnel des polynomes a coefficients dans Q de degré < 5.

O esh v EV e bimension 6, doue towmorpoe & @

2 Produit et composition

Soit K un corps, V un K-espace vectoriel de dimension finie m et W un K-espace vectoriel de
dimension finie n. Fixons une base B = (ey,...,e,) de V et une base C = (fi,..., f,) de W.
Considérons l'application T : L(V, W) — M,,«m(K) qui envoie une application linéaire o : V- — W
sur la matrice («)§ dont les colonnes sont les composantes des images des vecteurs de la base B
exprimés dans la base C. Nous avons démontré que cette application est un isomorphisme de

K-espaces vectoriels. Montrons a présent que cet isomorphisme respecte aussi le produit.

g e e =J G x>

Le pmdz\u’t A - B € M,y,(K) est la matrice C' dont le coefficient
v col,

(4 (e )]t e

On peut multiplier A avec B dans cet ordre si et seulement si le nombre de colonnes de A est

égal au nombre de lignes de B. On "combine" chaque ligne de A par chaque colonne de B.
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A2x3' B3x2 = C2><Z

— ] 1] o
02 0
j— ol 2

Exemple 2.2.

Z 0

Lorsque n = m = p, les deux matrices sont carrées n X n et on peut les multiplier entre elles
dans n’importe quel ordre. On trouve dans les deux cas une matrice carrée n X n.

Mais attention, le produit matriciel n’est pas commutatif en général.
Théoréme 2.3. Les matrices carrées M, (K) forment un anneau. (VV\OUEA o> L Corps !)

Ajoutons a notre panoplie de K-espaces vectoriels V' et W un troisiéme K-espace vectoriel U

de dimension finie p muni d’une base D = (g1, ..., gp)-

Proposition 2.4. Soit a: V — W et §: W — U deux applications linéaires. Alors
T(poa)=T(B)T ().

Démonstration. Puisque T est déterminée par les images des vecteurs de base, il suffit de suivre

les vecteurs e; au travers de «, puis [.
n

L’image a(e;) s’exprime comme combinaison linéaire g a;ifj, si bien que la i-éme colonne de la
=1
matrice T'(a) est constituée des coefficients aj;.

De méme, 5(f;) = aL Z brjgr et la k-éme colonne de T'(3) est constituée des coefficients by.

La matrice T'(f o «) est déterminée par les images des e; et nous calculons donc

ok (k) @
)| = = ' &5 Z b
(d (eb)) (0 . (l boviast Z QA Z 0 i,k ¢
Bntocli 205
= L bpyogi) g
&L Z %_:-1 °~ | QL n
Le k-éme coefficient de la i-éme colonne de la matrice de 8 o « est Z bijaj;, c’est-a-dire, par
j=1
définition du produit matriciel, le k-éme coefficient de la i-éme colonne de la matrice T'(5)T(«). O
Exemple 2.5. Soit Fp[m]gk I’espace vectoriel des polynomes de degré < k a coefficients dans le
corps a p ¢éléments I,
On consideére les applications linéaires « : Fy[z]=? — F,[z|=! définie par la dérivation, et
B : Fylz]st — F,[z]=* définie par la multiplication par x.

Quelle est la matrice de foa?
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T(a) Tl) = T(aea)= (5o

Lorsque V. = W = U de dimension n est muni d’une base B, le produit de 'anneau M, (K)
correspond via T a la composition des applications linéaires. En particulier, I'image de I'identité
Id :V — V est la matrice unité I ou I,, dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 et tous

les autres sont nuls. Elle a la propriété que A-1 = A =1- A puisque cold =a = Ido a.

Proposition 2.6. Soit V' un K-espace vectoriel de dimension finie n muni d’une base (e1, ..., ey,).

Alors T : L(V) — M, (K) est un isomorphisme d’anneau.

En fait, les structures de K-espace vectoriel et d’anneau de M, (K) sont compatibles dans un

sens précis. On dit que M, (K) est une K-algébre.

3 Matrices particuliéres

Voyons maintenant quelques matrices dont la forme est si spéciale qu’elles méritent un nom
particulier.

Une matrice carrée A de taille n x n est dite triangulaire supérieure (respectivement inférieure) si

)

= (3

)

\war L>’8 TCAL O.L%‘:O (ftSP' é(i ) olovs &Lé:o)

Si on appelle diagonaux les coefficients a;; de la matrice, cela signifie que les coefficients en-dessous

(respectivement au-dessus) de la diagonale sont tous nuls.
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1 10
Exemple 3.1. La matrice | 0 1 1 | est triangulaire supérieure. En effet,
00 2

a.z,' = a?) 1 = 0”31 = O
Une matrice qui est a la fois triangulaire supérieure et inférieure est dite diagonale. Les seuls
coefficients non-nuls d’une telle matrice A sont donc les a;; et on note parfois diag(ayi, ..., aun)
pour une telle matrice. Vue comme matrice d’une application linéaire o : V' — V relativement a
la base B = (e;...,e,), cela signifie que a(e;) = a;e;. Chaque vecteur de base est envoyé sur un
multiple de lui-méme.
La matrice unité I de M, (K) est diagonale. C’est diag(1,...,1).

300
Exemple 3.2. Considérons la matrice diagonale D = [0 3 0| € M3(R).
00 3

Si on interpréte cette matrice comme celle d'une application linéaire de R® muni de n’importe

quelle base, 'D eL - 5 eé ?DL,,, /1 L¢3
C' Q‘r I& m&\mﬂu.. &' et \"IOMOA'L\dAEL du ra.’olom} 2 eL L{L c.eu:‘/v_ O

Définition 3.3. Soit 1 <7 < m et 1 < j <n. La matrice e;; € M, (K) est celle dont tous les

coefficients sont nuls, sauf celui de la 7-éme ligne et j-éme colonne qui vaut 1.

L . 0O © O
Ainsi, si m = 2 et n = 3, la matrice eg3 est o .

o 4

Nous avons déja vu que ces matrices forment une base, dite canonique, de M,,«,(K). C’est cette
base qui nous a permis de calculer la dimension de M, (K).
Que se passe-t-il lorsqu’on multiplie une matrice a gauche par e;; ?

Puisque le produit se calcule ligne par colonne et que la seule ligne non nulle de e;; est la i-éme
w W\ ovinel

O 9 . .~-D ai; ... QA1n o o . __ o
00-—-.0)\, a 0 o ---——.0
. 21 Ce Qon e
— | I l‘ e . - . . — a: . e O'- é (4 ‘Qi' nwe
66\ 'o o 5 R | QLI‘B" 3 a’a‘L Av\ a
?\\\N’S .Lw\ wa\ Amt o Qmn) Pxwn

est la matrice dont Q(x M\L “Qﬁ&wc non mu_llL o\_ QA 'L’*W“ |‘.y\c/
(,Q,U.L- o comteu\aw(‘ Lo. y 'Q,l%\ne. de A

© © 0 @ ©c ©
dosns Hy(K) 5 (4 oo | | 3 ¢ |z dwm2
O 0O § b6 o ©
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A ‘(e
Ezj(/\> = I—I—)\ew 0\\4 & h& “

Que se passe-t-il lorsqu’on multiplie une matrice a gauche par E;; ? 64, olonwe

Définition 3.4. Soit 1 <i# j <mnet A€ K. La matrice éléme(ttaire Ei;j(X) € M,(K) est

Soit A € Myn(K) et Eij(A) = I + Aeyj € My (K). Alors, om0\
(Teheg ) A = Thehegh = Ax () e

~ *Qamm\'ni% A o; ow aéevll )\ (10“ “()os &\awe a o \o\ liémf,,

Définition 3.5. Soit 1 <i <mn et p € K*. La matrice élémentaire D;(u) € M, (K) est
Di(p) =1+ (p—1es.

La matrice D;(u) est donc Qﬂ. vvm\\,(u. ?Amtt‘\{, oL O h’alrv\Plcx(.é A fﬁx M
LLFB.SGLCOI/\. =)

(D},(.M)' A eS¢ \a w\ai\m'u, A bouns 10&1114:/‘:1& L '\,&“()lame. &3[’
mw%f\é& pow/m 9{ O .

Définition 3.6. Soit 1 <i < j <n. La matrice élémentaire P;; € M, (K) est
F)ij =] — € — Ejj -+ 67;]' + eji.
1

6 4
Lorsque n = 2, la matrice P est ( o ) :

En général, pour obtenir Pj; a partir de I on échange les lignes i et j.

Lorsqu’on multiplie une matrice a gauche par P;;, on échange les i-éme et j-éme lignes.

aip a2 o o A4 Ban Fuz 3. O3,
Exemple 3.7. Calculons Pi3 | as; ag | = © 4 © Prp O | = | Ou 022
as sz 1 6 © O3 O3, Oaq Gae

4 Matrices inversibles

Les matrices élémentaires que nous retrouverons a I’heure de résoudre des systémes d’équations
sont des cas particuliers de matrices que 'on peut "inverser". Nous avons vu que M, (K) est un

anneau, mais en général pas un corps : certaines matrices admettent un inverse et d’autres pas.
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Définition 4.1. Soit A € M, (K). La matrice A est inversible s’il existe une matrice B € M, (K)
telle que AB = I = BA. On note alors B = A1,

L’ensemble des matrices inversibles est noté G L,, (K

). GL = qrevpe Yndose .

Nous savons que si 'inverse de A existe, il est unique. Nous savons aussi que G L, (K) forme un
groupe pour la multiplication. A priori, il n’y a pas de raison générale pour que AB =1 = BA =1,
mais c¢’est toujours le cas! Il n’importe donc pas de trouver I'inverse a "droite" ou & "gauche".

Proposition 4.2. Soit A, B € M,,(K) telles que AB=1. Alors BA=1.

Démonstration. Considérons 'application linéaire o : M, (K) — M, (K) définie par a(X) = BX.

o inpedive : BX=0 = X=TX=(A8)X = A(BX)=A0=0

= Ker ( \ =0
o~ 5ux chwc, oS Lﬁ)‘f e &WLM‘AM 'l\n]-calivc m'tu. clmx FV de wieme Ju'.mem{on,

—_\_Q, {Xl.sh deunce C ke_,lh. l1uu.., % C - I
Or , C:IC :.(AG)C - BC\ AT

E’\ dome B-C = B-A=1

Exemple 4.3. Les matrices E;;()), D;(1) et P;; sont inversibles.

J\/\\V\\FU(-SQ, &Q_ ?(, &S(’ Pb ot ewn "wn\' o AJJAX Mf)uw \,Q
-kawu L J‘B | OV /Lo\‘omlu_ S & ma}‘um ortig)cma

L' vneese Dy (#) et D ( ) ) /u,élzk &om— wiske.
L ivvense do Eyﬂ)x} est Eig (=)

Réfléchissons un instant a la signification de l'inversibilité en termes d’applications linéaires
plutdt qu’en termes de matrices.
Soit a : V' — W une application linéaire et A sa matrice pour un choix de bases. Il n’y a de sens
de parler d’inverse que si A est une matrice carrée, si bien que 'on peut supposer que V=W et

que l'on choisit deux fois la méme base B de V. Autrement dit, A = (5.
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Théoréme 4.4. La matrice A = (a)8 est inversible si et seulement si a est un isomorphisme.

Démonstration.
Si o est un isomorphisme, on peut considérer I'application réciproque o' : V — V.

1

Il s’agit d’une application linéaire (voir les exercices) telle que o' o av = Idv.

Par conséquent, si B est la matrch de a~! dans la base B alors
~\ -1
R.A - (d ) (0(3 :(oz oo( (IL =1
- /5 /3

ce qui montre que A est inversible.
Réciproquement, supposons que A est inversible et soit B son inverse. On définit g : V — V

comme étant I'unique application linéaire dont la matrice est B dans la base B.

Ceci signifie que (e;) Z bjie; et, par linéarité, si v = Z Aiej, on a f(v Z Z Aibjie;.

7j=1

Alors o a a pour matrice BA = I. Autrement dit, 7'(5 o a) =T(Id).
Comme T est un isomorphisme (d’espaces vectoriels et d’anneaux) on en déduit que 5o a = Id.
De méme oo = Id. [

Exemple 4.5.

La symétrie axiale 0 d’axe x = y est une application linéaire du plan réel qui est bijective.
On mef aluu, 0 -0 = 14

t,\(’/\“/L\r(,MmL o l& lDfArc Coxmmio,ua)

0 4 A\
A; 4 o 61—(0)1>-~
\ SN
- o €=(4;0)
A =(4 o

0401:/(0
4 0\ 0 0 1
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b
Exemple 4.6. Soit la matrice A = (a d) € M>(R). On aimerait calculer son inverse.
c

Sb A = ad-be . & LtA gD

A" 4 d. -5 _ On v—f/ﬁ[:uﬁ-
det A e 4

ab.d,—\»
Llbe = 0

ad.- be O
aol.— Lc

)

Tu verras 'année prochaine que cela se généralise pour toutes les matrices carrées :

Théoréme 4.7. Une matrice A € M, (R) est inversible si et seulement si det(A) # 0.



