Analyse Avancée II — PH

EPFL Série 4-B — Corrigé

Exercice 1. Pour s’échauffer - représentation de graphes de fonctions
Esquisser le graphe des fonctions f : R? — R ci-dessous dans un repeére en 3 dimensions Oxyz.

L. flx,y)=1—-z—y
2. fz,y) = (Va? +y?)°

3. flz,y) =sin(y),y € [-3. 5]
Correction.

1. Le graphe de f est le plan d’équation = +y + z = 1.

Figure 1: f(z,y)=1—-z—y

2. Le graphe de f est une ”parabole” de profil cubique.

21 + %

3
Figure 2: f(x,y) = (\/:c2 + y2) . Coupe dans le plan (r, z)



3. Le graphe de f ne varie pas selon x et est une ”feuille sinusoidale”.

Figure 3: f(x,y) = sin(y)

Exercice 2. Ensembles de niveaux
Pour chaque fonction ci-dessous :

e Déterminer le domaine de définition et I'image.
e Déterminer les ensembles de niveaux.

e Esquisser quelques-uns de ces derniers.

L. f(x,y) =2y
2. flzy) =voty
3. f(z,y) =sin(y)

Correction.

1. Le domaine de définition est D = R? et I'image est Imf = R. Pour trouver les ensembles de
niveaux, on résout

xyzc@yzfavec:c#o.
x

Ce sont des hyperboles. Pour ¢ = 0, 'ensemble des (z,y) tel que zy = 0 sont les deux axes de
coordonnées.
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Figure 4: Ensemble de niveaux pour f(z,y) = zy pour ¢ = —5,—1,1,5.



Figure 5: Graphe de f(z,y) = zy.



2. Le domaine de définition est
D = {(z,y) e R*lz +y >0}

c’est-a-dire la portion du plan au-dessus de la droite d’équation y = —x. On a Imf = R,. Pour
trouver les ensembles de niveau, on résout

(r,y)€DetVz+y=ce (z,y) €Dety=c*—uz.

Ce sont donc des droites de pente —1, passant par (0, c?).
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Figure 6: Ensembles de niveau pour f(z,y) = v/ +y avec ¢ = 1,2,3,4. Le domaine de définition est
la région grisée.

Figure 7: Le graphe de f(x,y) =z +y

3. Le domaine de définition est R?. L’image est I'intervalle [—1,1]. Pour ¢ € [-1,1], et y € [-3, 5]
(y peut étre dans tout R mais on choisit cette bande pour esquisser quelques une des lignes de
niveaux), on a

sin(y) = ¢ < y = arcsin(c).

Les ensemble de niveau sont donc les droites horizontales dans le plan Ozy (en résolvant sin(y) =
c pour y € R, on trouve toutes les droites horizontales, pas seulement celles contenus dans la
bande —5 <y < 7.) Par exemple, pour ¢ =0,1,—1,1/2,—~1/2, on a les droites
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Figure 8: Ensembles de niveau pour f(z,y) = sin(y) avec ¢ = 0,43, £1.

Figure 9: Le graphe de f(x,y) = sin(y).



Exercice 3. Révisions - calcul de limites a plusieurs variables
Calculer les limites suivantes, si elles existent.

L olm S N i
(@)= (2,1) T + 2y? " (2y)—(0,0) 22 + Yt
5 i sin(2? + y?)
C@y)=00) 22 +y? A w2
. 11m
_ z2y (@y)—(0,0) (22 + y*)(z* +1?)
. 1m
(@y)—(0,0) 22 + ¢
PR T s 7 lim ]2y 2
(@y)—(00) x2 4y (z,y)—(0,0) (22 + y*)(z* + y?)
Correction.

2
-3 4—3 1
1. On a lim z y_ = -,

@y—@EnT+2y? 2+2 4

2. On utilise les coordonnées polaires: { T =1 cos(p) . Ainsi 22 + 3% =r? et donc

y = rsin(p)
. s sin(r?) B .
(x,y%g%0,0) f(ma y) - }1_1}% 7_2 =1 (Flg 10)

Figure 10: La limite est représentée par le point noir.

3. Pour (z,y) € R?\ {(0,0)} avec x # 0 on a

%y
240

$2y
x2 4+ y4

|f(x,y)| =

<

'é .

et pour (z,7) € R?\ {(0,0)} avec = 0 on a f(x,y) = 0. Ona a donc dans tous les cas que
|f(z,y)] < |y|. Soit (zn,y,) une suite telle que (z,,y,) # (0,0) et ILm (Zn,yn) = (0,0). Par la
n—oo

Proposition 2.6 du cours on a que lim y, = 0 et donc lim |f(zn,yn)| < lim |y,| = 0. Par la
n—oo n—oo n—oo

définition de la limite ceci implique que — lim  f(z,y) = 0.
(2,y)—(0,0)

4. Ona 3/2 3/2 3/2 3/2
B e e lyl* =¥ |y[¥
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et la limite vaut donc zéro.
5. Le long d’une suite épointée de la forme (x,,0) on a
Ja210] _

=0,
z2 4 0
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tandis que le long d’une suite épointée de la forme (y?l, yn) on a

22yl _ 1
Yntyn 27
et la limite n’existe donc pas.
6. On a que
23y2 23 Y2 B 23 y? <o
= x
($2+y4)($4+y2) CL‘2+y4 $4+y2 — 1?2+04 04+y2 — ’
et la limite vaut donc zéro.
7. On a que
a2 2|2 jyf2
(22 + y*) (z* + y?) (22 + y4) (24 + y2)1/4 (x4 + y2)3/4 ’
et donc 7/21,,13/2 7/2 3/2
272y & W

(@ +yh) (@ +4%) 7 (22 4+ 04) (24 + 02)/4 (04 + y2)*/

ce qui implique que la limite vaut zéro.

Exercice 4. Révision - prolongement par continuité
Déterminer (s’il existe) le prolongement par continuité au point (0, 0) des fonctions f dont I’expression

pour (z,y) # (0,0) est

33 — 213
1. — 2 27
flay) = —3 vy
ry
2. T ———
Correction.

x =rcos(p)

y = rsin(y) on a

1. En passant en coordonnées polaires {

32> — 2y3 =3 (3 Cos(go)3 — 2Sin(<p)3) et 22+ y2 =72

et donc
f(rcos(p),rsin(p)) =r (3 cos(p)? — QSin(cp)g) ,
et on trouve que pour tout ¢ € [0, 27, |f(x,y)| < 5r, ce qui implique que

li ,y)| < lim 5r = 0,
oo PV < Jimgr

et par conséquence
lim z,y) = 0.
g 0V
Il s’en suit que la fonction f : R? — R définie par

o) — f(z,y), si(z,y)#(0,0)
f(z,y) {07 e (00)

RIS

est le prolongement par continuité de la fonction f en (0,0). Le graphe de f se trouve a la
Fig. 11.



2. On considere les limites de deux cas particuliers de f:

: .0 . 207
A0 = Mg =0 e @20 =g Sy =2

Par conséquent ( %ur% : f(x,y) n'existe pas et la fonction f : R? — R n’admet donc pas de
z,y)—(0,0

prolongement par continuité en (0,0) (voir Fig. 12 pour le graphe).

Figure 11 Figure 12

Exercice 5. Révisions - calcul de limite

1. Soit la fonction f: R? — R définie par

Y 1n<1 + (x2 + y2)2>
exp(W) (22 + y2)g

pour (z,y) # (0,0). Déterminer, si elle existe, lim  f(z,y).
(z,9)—=(0,0)

f(x,y) =

2. Soit f: R?\{(0,1)} — R définie par

(x+1)(y —1)% + 22
22+ (y—1)?

f(x,y) =

La limite lim  f(z,y) existe-t-elle 7 Si oui, donner sa valeur.
(z,y)—(0,1)

Correction.

1. On calcule les limites selon les axes z et y. On a

lim f(z,0) = lim =1lim 0=0
+0 o=0 exp (@) (mQ) z—0
et ,
yIn(1+ (y? A
lim f(0,y) = lim ( ( ) ) = lim ; lim ln(1+y )

0t 0 e (ViR) (1) v e(ViE) vt vt

La premiere limite se calcule directement :
1 1
lim = =1.

v=0% oxp (\/?) exp(0)
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La deuxieme limite est de la forme % et on peut utiliser Bernoulli-I’'Hospital :

493
In(1+ y*
g ROV Tt
y—0+ Y y—0+ 4y3

Puisque lim f(z,0) # lim f(0,y) la limite  lim  f(x,y) n’existe pas.
z—0 y—0+ (z,y)—(0,0)
Remarque 1: Ci dessus on a pris une suite y — 0 avec y > 0. Si on prenait y — 0 avec y < 0
y  _ sign(y) _ -1
(y2)5/2 ly* yt
Remarque 2: Ceci est une maniére de trouver la réponse, mais d’autres méthodes sont aussi

on aurait obtenu lim,_,5- f(0,y) = —1, du au fait que dans ce cas

possibles. Par exemple, si on prend une suite (z,,,y,) avec z, = 0 et y, = (_i)n, alors f(zy,yn)

s’approche de 1 pour n pair et de —1 pour n impair. Donc la limite n’existe pas.

. Test le long des droites pour 0 fixé :

On passe en coordonnées polaire centrées en (0,1) : (x,y) = (rcos@,1 + rsinf).

On a

(rcosf + 1)r?sin? 6 + r2 cos? 0

lim f(rcosf,1+rsinf) = lim

r—0+ r—0+ r2
. r3cosfsin? 0+ r2sin? 60 + r2 cos? 6
= lim 5
r—0+ r
~ r3cosfsin? 0 + r?
= lim 5
r—0+ r
= lim rcosfsin?0+1=1.
r—0t

Critére des deux gendarmes :

On applique les deux gendarmes en testant si le différence f(x,y) — 1 tend vers zéro :

0<|f(z,y) — 1| =|f(rcosh, 1+ rsinf) — 1| :|rcosﬁsin20+1 —1| = 7r|cosf|sin?f <7 — 0
—_——

<1 st

Par le critere des deux gendarmes, on a que

lim xz,y) = 1.
(x,y)%(O,l)f( v)



