Analyse Avancée II — PH
EPFL Série 3-A — Corrigé

Exercice 1. Pour s’échauffer - réflexion sur la notion de contintiment différentiable sur
un fermé

La définition d’une fonction de classe C'! sur un ouvert Ja, b[C R est assez naturelle. On demande
que f soit dérivable sur ]a,b[ et on définit sa fonction dérivée g qui a tout x €]a, b[ associe comme

w est le nombre dérivé.

image g(z) que l'on définit comme g(z) = f'(x) ou f/(z) = limp_q
Par abus de langage pratique, on note g comme f’. Pour que f € C*(]a,b[), on demande alors que
f" € C%a,b|.

Si on travaille a présent sur le fermé [a,b], il faut d’abord réfléchir a ce qu’on entend par une
fonction dérivable sur le fermé, plus précisément comme définir f’ sur le fermé, la notion de dérivée
étant de prime abord construite sur les ouverts. La clef est de réfléchir a la notion de dérivabilité dans
les bornes a et b. Il y a plusieres manieres de penser la dérivabilité en ces points et ensuite de penser
la continuité de la fonction dérivée jusqu’au bornes de l'intervalle.

On donne ici deux définitions de I'espace C!([a, b]) :

Définition 1 : on dit que f € Cl([a,b]) si f € C%a,b]) N C*(Ja,b]) et si la fonction dérivée f' :
Ja, b[— R est prolongeable par continuité en a et b.

Définition 2 : on dit que f € C*([a, b)) si

e f est dérivable sur [a,b] ou on définit sa dérivée sur [a,b] comme

limy,_so W,w €la, b]
f/($) = q limy, o+ ﬂfﬂﬁ =a,

limh—ﬂ)* %7 =0

o f€C%a,b))

Le but de cet exercice est de montrer que ces deux définitions sont équivalentes, c¢’est-a-dire que f
est C'! sur [a,b] au sens de la définition 1 si et seulement si elle I'est au sens de la définition 2.

Correction.

Etape 1 : montrons que si f € C'([a,b]) au sens de la définition 1, elle est I’est au sens de
la définition 2. Si f répond & la définition 1, alors f’ est prolongeable par continuité en a et en b.
Autrement dit, lim,_,,+ f'(x) et lim,_,;- f/'(z) existent. Comme la fonction est continue en a et b,
ces limites valent respectivement la dérivée a droite f/j(a) et la dérivée a gauche fé(b)7 et donc f
est dérivable sur [a,b] et on a de plus que automatiquement que lim,_,,, f'(z) = f'(z¢) pour tout
xg € [a,b] (f" est continue sur 'ouvert par hypothese).

Etape 2 : Si f est C'([a,b]) au sens de la défintion 2 on a que f est dérivable sur [a,b] et donc
on a f continue sur [a,b]. De plus, on a automatiquement que f € C*(]a, b]) puisque f’ est continue
sur le fermé, donc sur 'ouvert. Et comme elle est continue jusqu’en a et b, on a trivialement son
prolongement en a et b.

Exercice 2. Pour s’échauffer un peu plus - Equivalence injectivité-monotonie

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Montrer que f est injective si et seulement si f est
strictement monotone.
En déduire que si f : [a,b] — [c,d] est une fonction C!([a,b]) telle que [¢,d] = f([a,b]) et f'(z) #
0, Vo € [a,b], alors f est bijective de [a,b] dans [c,d] et f=! : [c,d] — [a,b] est une fonction C!([c,d])
telle que (f~1)(y) # 0, Vy € [c, d].

Remarque : On appelle un tel f un difféomorphisme.

Correction.



< : Soit z,y € [a,b], © # y. On a soit x < y soit z > y, donc, par stricte monotonie de f, soit
f(z) < f(y) soit f(x) > f(y), donc f(x) # f(y), ainsi f est injective.

= : Soient z,y,z € [a,b], z < y < z. Sans perte de généralité, quite a considérer — f, supposons

que f(z) < f(y) (f injective, donc forcément f(x) # f(y)). Montrons que f(y) < f(z) ce qui prouve
que f est strictement croissante.
Par l’absurde, supposons que f(y) > f(z). Comme f est continue, f([z,y]) et f([y,z]) sont des
intervalles et [f(z), f(y)[C f([z,y]) et [f(2), f(W)C f(ly,z]), donc [f(z), f(y)[N[f(2), f(y)[# 0. Soit
alors ¢ € [f(z), f(y)[N[f(2), f(y)], il existe 1 € [z, y[ tel que f(z1) = c et x2 €]y, 2] tel que f(x2) = ¢
mais x1 # x2 ce qui est contradictoire avec 'injectivité de f.

Soit & présent f : [a,b] — [c,d], ou f([a,b]) = [c,d], une fonction C! telle que f’(z) # 0, Va € [a, b].
Puisque f’ ne s’annule pas et f’ est continue, alors on a soit f’ > 0 soit f’ < 0. Dans tous les cas, ceci
implique que f est strictement monotone donc bijective. On peut donc définir f=1 : [c,d] — [a,b] et
on a par les formules de dérivation

o
(1)

(En prenant en compte que si y = ¢ ou y = d, alors on doit considérer la dérivée a gauche ou la dérivée

(fF () = #0,Vy € [c,d]

a droite).

Exercice 3. Abscisse curviligne
Soir ' C R™ une courbe simple, réguliere et v € C!([a,b],R™) une parametrisation simple et

")
réguliere de I'. On appelle abscisse curviligne la fonction o : [a,b] — [0,long(I")] définie par o(t) =

¢
/ I7(s)]|ds. Montrer que o est un difféomorphisme de [a, b] dans [0,long(T")], c’est & dire
a

1. 0 :[a,b] — [0,long(T")] est bijective.
2. 0 € C([a,b)]).
3. 6(t) £0, Vt € [a,b].

Indication : Montrer que o est dérivable sur [a.b] et que o(t) = ||¥(¢)||, V¢ € [a, ]].

Correction.

1. Pour vérifier I'injectivité, prenons ¢1,ts € [a, b] tels que o(t1) = o(t2) et montrons que t; = ta.

o(ty) = o(ts) = / A (s)llds - / (s)lds =0 = / ()l = o.

Supposons, sans perte de généralité, que to > t1. Alors, soit to > t1, et comme [|¥(s)|| > 0, alors
I5(s)]] = 0 pour tout s € [t1, 2], ce qui est impossible (7 est une paramétrisation réguliere), soit
t1 = tg et o est injective.

o étant une application continue (car intégrale d’une fonction continue) et injective, elle est
strictement monotone (plus précisément strictement croissante puisque [|¥(s)|| > 0) et donc par
le théoreme de la valeur intermédiaire, o est surjective dans [o(a), o (b)] = [0, long(T)].

2. Comme % € C%[a,b],R"), on a ||| € C%Ja,b]) et donc par les propriétés de I'intégrale de
Riemann, o est dérivable pour tout ¢ €]a,b[, avec &(t) = ||¥(t)|]. De plus,
) . o(t)—o(a) B o ) o
afa) = im U =710 = Tim 6(1) = limy [5(0)] = [4(a)]|
Hospital ou thm de la moyenne
De méme, 64(b) = ||¥(b)||. Ainsi, o est dérivable sur [a,b] et o(t) = ||¥(t)||,Vt € [a,b]. Comme
4 € C°%([a, b],R™) on a immédiatement o € C!([a, b]).

3. Comme + est une paramétrisation réguliere, on a immédiatement que (t) # 0, Vt € [a, b].



Exercice 4. Bijection par 1’abcisse curviligne
Montrer que I’abscisse curviligne d’une courbe I' simple, réguliére et non fermée par une paramétrisation
simple et réguliere v € C*([a, b], R™) permet de construire une bijection entre [0,long(I)] et T.

Indication : Considérer la paramétrisation, dite paramétrisation par la longueur de I'arc, ¥ = yoo~*

avec o1 : [0,long(I")] — [a,b] ol o est Pabscisse curviligne donnée par .

Cet exercice montre qu’il existe une paramétrisation "naturelle” d’une courbe en la paramétrant
par la longueur du chemin pour aller d’une extrémité a un point donné. C’est par exemple ainsi que
I'on définit le cercle trigonométrique en le paramétrant par y(t) = (cos(t),sin(t)) avec ¢t € [0, 27].

Remarque : Dans le cas d’'une courbe I' fermée, on devrait considérer uniquement la bijection de
[a,b]— T ou |a,b] — T
Correction.

On a clairement que Im(5) = I'. De plus, ¥ est injective car composition de fonctions injectives (vy
est simple, donc injective sur 0, long(I")[, de plus puisque I' est non fermée, on a en fait 4 est injective
sur [0, long(I")].

Exercice 5. Equivalence entre courbes

Dans la série 2-A, on définit 1’équivalence entre deux paramétrisations régulieres comme: ~y; €
Cl([a,b],R™), vo € C!([e,d],R™) sont équivalentes s’il existe ¢ : [a,b] — [c,d], bijective et C'([a, b]) telle
que ¢(t) £ 0, Vt € [a,b] et 41 = 2 0 6.
Soit I' C R™ une courbe simple réguliere. Montrer que si v, € C*([a, b], R") et 72 € C!([c,d], R"™) sont
deux paramétrisations simples et régulieres de I' alors 7 et ~9 sont équivalentes.

Correction.
Il s’agit d’identifier un difféomorphisme ¢ : [a,b] — [c,d] tel que 71 = 72 0 ¢. Considérons oy
I'abscisse curviligne de 71 et o2 I'abscisse curviligne de 2, et définissons ¢ = oy oo,

(. — 7 [0, long(T)] 2 [c,d]

\_/

¢:U;1 oo

¢ est un difféomorphisme car composition de difféomoprhismes (composition de fonctions C!, bijectives,
a dérivées non nulles). De plus Vt € [a.b], on a v1(t) = (72 0 ¢)(t). En effet, par construction oy (t)
donne la longueur de la courbe entre v (a) et 71 (t) et o5 (01 (¢)) donne l'instant s € [c, d] pour lequelle
~v2(s) est le point de I situé a longueur o4 (t) de y(a), donc le point ~;(¢).

Exercice 6. Indépendance de la paramétrisation
Soit T' une courbe simple, réguliere et soit v1 € C'([a1,b1],R") et 72 € Cl([az,bo],R") deux
paramétrisation simples et régulieres de I'. Supposons que 7y ~ 72, i.e. il existe ¢ : [a1, b1] — [ag2, ba],
@' (t) # 0, Vt € a1, b1], ¢ bijective et C!([ay,b1]) telle que v; = 2 0 .
b

Montrer que long(n) = long(12) ot long(3) = [ [Fa(0)dt. € (1,2,

aj

Correction. )
2

On a long(y2) = / |72(s)||ds. Posons s = ¢(t). Par la formule de changement de variable, on a

az

b ¢~ (b2) _
[Tietas= [ iaowiéwa
a (j)*

2 (a2)

La fonction <z5 étant continue et ne s’annulant pas, elle est de signe constant. Si ¢(t) > (, alors on a ¢
strictement croissante,

bo by . by X b1
| et las = / elo(Nl]- llde = [ oz 6)(0)e = / i (6.

2 1 1 al



Si ¢(t) < 0, alors on a ¢ strictement décroissante et

bo ay . b1
/a a(s)llds = /b (b)) (—9(H))dt = — / (12 ° B) ()]t = / 1A (6) 1.

2 b1 al

al

Exercice 7. Accroissements finis généralisés - applications aux courbes

Soit I' € R? une courbe simple, réguliere, non fermée, paramétrisée par v € C*([a, b], R?) simple et
réguliere. Montrer qu’il existe ¢ €]a, b] tel que la tangente & I' au point y(c) soit parallele a la droite
sécante allant de v(a) a y(b).

Tangente

Sécante

Figure 1: La courbe I' en bleu.

Correction.
Puisque v = (71,72) est C1, 71 et vo sont C! et donc par le théoreme des accroissements finis

généralisé, il existe ¢ €]a, b] tel que

Y2(c) _ 72(b) —72(a)
Yile) (b)) —n(a)
Or 72 (c) est la pente de la tangente et 72(b) = 72(0) celle de la sécante. Ces deux droites sont donc
Y1 (c) 71(b) —71(a)
paralleles.

Remarque : le théoreme des accroissements finis généralisé signifie géométriquement que pour se
déplacer en moyenne d’un point A & un point B, il faut & un instant donné se déplacer dans la direction
AB.

Exercice 8. Formule pour le calcul de la longueur d’une courbe

Soit I' C R? une courbe simple et réguliere paramétrisée par v = (y1,72) € C!([a,b], R?) simple et
réguliere. On a vu que la formule long(I') = fab |7(s)||ds pouvait se comprendre comme la limite du
processus d’approximation suivant: on partitionne [a, b] en sous-intervalles [t;; ;1] construits comme:

a=ty<t1 <..<ty=b,

N-1
avec At; = t;11—t; et on considere ’approximation de long(I") comme Z V(i) y(tisr) ouy(ti)y(tiv1) =
=0

tiv1) — y(t;)| est la longueur du segment v(t;) & v(t;21). On a vu en cours qu’en considérant le
[y(ti1) — g g v v(ti+ q

développement limité
Y(tiv1) = v(ti) + Atiy(t;) + Atir (At ti, tiy1)



avec
lim r(At;, t;, tit1) =0,

At;—0
on peut écrire
N-1 N-1
Yty (tit1) Z A|A )] + Y Atillr (At ti, i) |
=0 1=1
et
N-1 N-1
> tiv(ti) = Z At At = D Atillr(Aty, ti, tig)|l -
i=0 i=1

Si on suppose que max At; — 0 si N — oo on a remarqué que sous 'hypothese que 7v; et 2 sont
1=0,.,

C?, alors la quantité:
N-1

Z At;||lr (At ti, tiv1)]] — 0 quand N — 400
i=0

et de par le théoreme des deux gendarmes

N-1 N-1 b
> A — Jim Y- Al = [l
=1 =0
On propose ici de montrer que
N—1
Z At;||r(At;, ti, tiv1)|| = 0 quand N — 400
i=0

en supposant uniquement que 1,72 € C*([a, b]).

Correction.
Pour tout € > 0, on va montrer qu’il existe M € N tel que si N > M, alors

N-1

D Atillr(Aty, by ti)|| < €
i=0

Comme vu en cours, on peut écrire:

Yo (tit1) — ya(ti)

A1 (t) — Y (tiv1) —7(t) v

7 (At i, )| < At

+ "'YQ(ti) -
Par le théoreme des accroissements finis pour k = 1,2, il existe ¢; j, €]t;, ti11] tel que

a(t) — Vk(tiﬂi; Vi (ti)

= Y (ti) — (cin)l -

Soit € > 0, pour k = 1, 2, il suffit de montrer qu’il existe M}, tel que si N > M, alors
. . €
DALk (t) — Akleip)| < 3

Puisque max At; — 0 si N — oo et que 4 est uniformément continue sur [a,b] (car continue sur
1=0,.,

[a,b]) il existe M}, € N tel que VN > My,

£

b =0,.... N — 1, |y(t;) — A i —_—
Vi Oa ) ’h/k( ) rYkJ(C ,k)‘ < Z(b—(l)



Observons que la convergence uniforme ici est cruciale pour que M}, ne dépende ni de ¢; et ¢; ;, ni de
I'indice 4. On a alors que VN > My:

N—-1 N-1
13 (3 (3
;:0 12 |’7k(t ) ’WC(C 7k)| 2(b — CL) ;:0 14 2(b — a) (b (l) )

Finalement, on aura

N-1 2 N-1
> At Attt )| <Y Y AL [F(ts) — An(eir)| <€
=0 k=1 1=

en choisissant N > M = max (M, My).



