Analyse Avancée II — PH
EPFL Série 2-A — Corrigé

Exercice 1. Exercices de révisions - ouvert/fermé/borné
Pour les ensembles ci-dessous, déterminer s'ils sont ouverts/fermés/bornés.

L. E={(z,y) eR}z—1<y<1-uz}

(x,y)

2. E={(z,y) eR*y >a? +1} U{(z,y) € R?|y < —2? — 1}

3. E={(z,y) e R¥|z =t —sin(t),y = 1 — cos(t),t € [0,47] }
)

4. E={(z,y) eR*0<z<1let0<y<z}

5. D le plus grand sous-ensemble de R? sur lequel I'expression f(x,%y) = log(4 — (z + y)?) est bien
définie.

Correction.

1. L’ensemble est la région du plan comprise entre les deux droites y =z —let y =1 — x. Il est
fermé car il contient son bord (inégalités larges) et non borné.

)

Figure 1: La région grisée représente £ = {(z,y) e R}z —1 <y <1 —z}.

2. L’ensemble est la région comprise dans les deux paraboles d’équation y = 22+ 1 et y = —22 — 1.
Il est ouvert car ne contient pas son bord (inégalités strictes). Il est non borné.



Figure 2: La région grisée représente E = {(z,y) € R%|y > 2? + 1} U {(z,y) € R?|y < —a? — 1}.

3. L’ensemble est fermé car c’est une courbe (dimension 1) et elle contient ses deux extrémités.
L’ensemble est borné.
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Figure 3: L’ensemble F = {(:B,y) € R?|z =t —sin(t),y = 1 — cos(t),t € [0,47r]} est une cycloide,
c’est-a-dire la trajectoire suivie par un point sur une roue de vélo.

4. L’ensemble est la portion du plan comprise entre la courbe d’équation y = /z et les droites
y=0et x = 1. Il n’est ni ouvert ni fermé, car ne contient pas tout son bord. Il est borné.

il

Figure 4: La région grisée est I'ensemble E = {(z,y) € R0 <z <1let 0 <y <z}

5. D est ouvert et non borné. En effet, 'expression est bien définie si 4 — (z 4+ y)? > 0 ce qui est



équivalent a

—2<rz+y<2.
Les équations 2 =z +y < y=-2—-—zetx+y =2« y=2—x définissent deux droites
paralleles et D est I’ensemble des points entre ces deux droites. L’ensemble est donc ouvert et

non borné.

Exercice 2. Relation d’équivalence sur les courbes
Soit v € CH(I1,R™) et y2 € CL(I5,R™), avec I, I deux intervalles fermés, deux paramétrisations

régulieres d’une courbe I' C R™. On dit que 7; est équivalente a 2, noté y; ~ 7, s’il existe ¢ : [1 — I,
bijective, telle que ¢ € C*(I1, Is), '(t) # 0,Vt € I1 et
Y1 =720

Remarque et rappel:

e Si I = [a,b], on dit que ¢ est dérivable sur [a,b] si ¢ est dérivable sur |a,b], dérivable & droite
de a et dérivable a gauche de b. On définit ¢’ sur [a, b] par

/ —
QD (t) - }llgr(l) h bl Vt G]a) b[7
. +h) — p(a)
/ — / — 1 (p(a
v (a) = gg(a) = lim Y ,
) b+ h) — ¢(b)
/ — / — 1 (IO(
©'(b) = py(b) Jim Y

e Sip: I} — Iy est bijective C' (I, Iy) avec ¢/(t) # 0,Vt € Iy, alors ¢! : Iy — I est C' (I, I}).
On dit alors que ¢ est un difféomorphisme.

Montrer que ~ décrit une relation d’équivalence, c’est a dire
1. Vv, v ~ ~. [Réflexivité]
2. Yy1,72, 71~ Y2 & Y2 ~ 71. [Symétrie]
3. V1,72, 73, Y1 ~ Y2 et o2 ~ 3 = y1 ~ 3. [Transitivité]

Correction.
Pour chaque cas, il faut expliciter la fonction .

1. Vy,y=7v0oid,ouid : R = R, ¢ > ¢.
2. Si ¢ est telle que 71 =2 0 ¢, on a aussi v = y; 0 L.

3. Soit ¢ telle que 41 = Y20 et @ telle que 72 = Y30, alors 71 = y30@ o avec oy € CH(Iy, I3)
avec (B o @)'(t) = &' (p(t))¢(t) #0, Vt € 1.

Exercice 3. Topologie de R"

1. Montrer qu'une réunion quelconque de sous-ensembles ouverts de R™ est un sous-ensemble ouvert
de R™.

2. Montrer qu’une intersection finie de sous-ensembles ouverts de R™ est un sous-ensemble ouvert
de R”.

Correction.



1. Soit U = J,, Ua, avec U, des sous-ensembles ouverts de R™. Pour tout « € U il existe « tel que
x € U,. U, étant ouvert il existe § > 0 tel que B(z,0) C U, C U. Donc U est ouvert.

2. Soit m € N* et U = ﬂ;n U;, avec U; des sous-ensembles ouverts de R™®. Si x € U alors Vi €
{1,....m} = € U;, et Vi € {1,...,m} il existe 0; > 0 telle que B(z,d;) C U;. Soit § =
min {d1,...,0n}, alors Vi € {1,...,m} B(x,d) C B(z,d;) C U; et donc B(z,d) C (" U; = U.

Exercice 4. Topologie de R"

Soit £ C R™ un ensemble fermé. Montrer que si ()72, C E converge, alors sa limite appartient
aE.
Correction.

Soit & = limy_,c Tk et supposons par 'absurde que x ¢ E. D’une part, comme E est fermé, R™\ F
est ouvert, et si x ¢ E, alors z € R"\ E. Ainsi, il existe § > 0 tel que B(z,d) C R™\E. D’autre part,
puisque limy_,o 7 = x, il existe K € N tel que k > K = ||z — x| < . Autrement dit, pour tout
k> K, x, € B(x,6) C R"\E, ce qui est en contradiction avec le fait que (z1)72, C E.

Exercice 5. Inégalité de Young et de Holder et révision sur 1’équivalence de normes

1. Démontrer I'inégalité de Young :

1 1
Va,be Ry, ab< —al + - b4,
p q

1 1
ou p,q € ]1,400[ tels que — + - = 1.
p q

Indication : utiliser le fait que la fonction In: ]0,4+00] — R est concave et appliquer In a la
relation d’inégalité.
2. Démontrer que si z,y € R" ou = = (x1,22,...,2Zn) €t y = (Y1,Y2,...,Yn) et si (z,y) est le

produit scalaire euclidien, alors on a I’inégalité de Hélder :

[{z, 9)| < [l2ll, Iyl

1 1
ou p,q € [1,+00] tels que — + — = 1. Ici, par convention, [1,4+o00] := [1,4o00[ U {+o0} et
p q
1
+o0

Indication : poser A = ||x||g1/q ||y||;/p et utiliser I'inégalité de Young, apres avoir écrit |(x,y)| <
1
Z?:1<A|sz‘|> <)\ |yi|>'
3. Montrer que HHp est une norme pour p € [1,4o00[ mais pas pour p € |0, 1.

Indication : partir de ||z +y|[) < D70, 2] [z + yi Pyl | 4 wilP T et utiliser Iinégalité
de Holder.

1 1
4. Soient x € R™, p € ]1,400] et g € [1,+0o0] tel que —+ — = 1. Démontrer les inégalités suivantes :
p q

lzll, < n'/% lz]l,
Iz, < 0P |zl
[2]loo < lllly

En déduire que toutes les normes [|-[|,, p € [1,+0c], sont équivalentes.

Correction.



1. Inégalité de Young

1 1

Soit 1 < p < +00 et q est tel que — + — = 1. On doit montrer que Va,b € R, ab < ap + 1bq
q

D’abord, si a = 0 ou b = 0 (donc aussi si a = b = 0), I'inégalité est triviale. Supposons donc que

1
a>0etb>0etsoit g(s) = —1In(s). On a pour tout s € ]0,+oo[ que g"(s) = — > 0. Ainsi, la
S
1 1
fonction g est convexe sur ]0, +o00[. Puisque — + — = 1, on a donc pour 1 < p < +00 que
P 4q

1 1 1 1
g5 o 10n) < gl + 2 g0
p q p q

et de suite que

1 1 1 1
In ap—i—bq)}lnap—l—lan = In(abd).
(o 207) > 2 tn(e?) + L (o) = (o)

La fonction In étant strictement croissante, ceci n’est possible que si

1 1
ab < —aP + -b9.
p q
2. Inégalité de Holder
Soient z,y € R™, ou & = (z1,x2,...,2,) et y = (Y1,%2,-..,Yn), €t s0it { , ) le produit scalaire

euclidien. On doit montrer que pour tout 1 < p < oo et ¢ tel que — + — =1,
P q

[{z, )| < [lll, Iyl -

(a) Sip=1et g=+o0, on a, pour tout z,y € R™:

n n n
> | < 3l < (gu bl ) - ol = el Dl
=1 =1 =1

[(z,y)| =

1 1
(b) Soit maintenant p € ]1,4o00[ et g tel que — + — = 1, c’est-a-dire ¢ = Ll Siz =0 ou
P q

y = 0, I'inégalité est triviale. On peut donc supposer que z # 0 et y # 0. On a, pour
A € R% | et en utilisant I'inégalité de Young :

(=, 9)] < Z\%H%\—Z/\I%! =y

11
< Z Ap|$z|p+z |yz|q = *)\p ||$”P+ —3a Illg -

Si on pose A = HxH;Uq HyHé/p on obtient, puisque p — b_ q-— 4 _ 1,
q p
Pl = —r/q P _
ANl = Nzl ™ Myl Ny = =l Nyl
et
||y\|q I, il 7 yllZ = Nl Iy, -
Ainsi,

1 1
[yl < 2l ylly + 2 Wl lylly =l iyl



3. Hp est une norme pour p > 1 mais n’est pas une norme pour 0 < p < 1

On va montrer que pour p > 1 'inégalité triangulaire est satisfaite mais pas pour p < 1. Les
autres propriétés d’'une norme sont satisfaites pour tous les p.

(a) Soit p > 1 et soient x,y € R, ot z = (x1,22,...,2Zpn) et y = (y1,Y2,- .-, Yn). Alors,

n n
lz+yllb =" lw+yil” =D w4 il |2+ y:l

=1 =1
n n

< il s+ wilP T+ il s+ el
=1 1=1

On utilise maintenant l'inégalité de Holder (a,b) < ||al|, [|b]|4 avec

a:(|$1| ,,|l‘n|)

b=(lev+ulP™ o o+ wal )

ce qui donne

n

-1
> lzillei +ulP™ = (a,b) < lall, [lbllq
=1

n 1/p n 1/q
(i) (Sprmtete)
i=1 =1

. 1 1 1 1 1
Rappelant que, puisque — + - =1, ona —=1——-=—- (p—1) et (p — 1)g = p, de sorte
p q q p p

que
n
Y lwilles + gl <l o+ oyl
i=1

On obtient de la méme manieére que

n
S il lzi+ vl <yl llz+yln
1=1

et on a donc
p p—1
|z +yll) < (HHTHP + Hy\lp> lz +yllp -

De cette inégalité on obtient l'inégalité triangulaire recherchée, en divisant a gauche et
a droite par H:U+y||§_1 si [z +vyll, # 0. Si[lz+yl, = 0, I'inégalité triangulaire est
trivialement satisfaite. Les autres propriétés d’une norme sont immédiates.

(b) Soitp < 1etsoient z,y € R*, otz = (1,0,...,0)ety = (0,...,0,1). Ona ||z|, = |ly[l, =1,
mais ||z +yll, = 217 > 2 = |||, + |||, ce qui montre que I'inégalité triangulaire n’est pas
toujours satisfaite, et || ||, n’est donc pas une norme.

4. Inégalités
Soit x € R", ou = = (x1,x2,...,Ty), €t posons |z| := (|z1|, |z2|,...,|zn]). Soit p > 1 et ¢ tel

1 1
que — + — = 1. Alors,
p q

(a) En posant y = (1,...,1) € R" on obtient

n
Izl = > lail = (|=l,) < lall, llyll, = n'/9 |2,
i=1



(b) On a
n 1/P 1/p
_ _ . —nl/
ol = (5. :rmp) < (s o) =0 el

(c) On a

n
2] o = max |2 <> Ja| = ||l -
ST i=1

Montrons maintenant que les normes || ||, sont toutes équivalentes. En effet, soient p,r € [1, +-00]

1 1
et soit ¢q tel que — 4+ — = 1. Alors, pour tout x € R",
p q

lzll, < '/ [lalloe <72l < M|z, < 0t
et de la méme maniere on trouve que

Iz, < 2P ],

. 1 1
ou s est tel que — + — = 1.
ros



