Analyse Avancée II — PH
EPFL Série 1-A — Corrigé

Exercice 1. Pour s’échauffer - Inégalité de Cauchy-Schwarz
Le but de cet exercice est de démontrer 1'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Va,y € R™, [(z,y)| < ||lz||lyl|.

Il existe de nombreuses preuves de cette inégalité, nous allons en voir une : pour deux éléments
x,y € R™ soit la fonction

P(\) = (x4 Ay, + \y).

a) Développer l'expression P(\) en utilisant les propriétés du produit scalaire. Vérifier qu’il s’agit
d’un polynéme de degré 2.

b) On a que P(\) > 0, VA € R. Pourquoi ?
c¢) Calculer le discriminant A de P et utiliser le point (2) pour conclure que A < 0.

d) Conclure.
Correction.

a) On a
P(A) = N[lyll* +2{z, y) A + [l

b) Ona P(\) = (x + Ay, x + \y) = ||z + Ay||? > 0,VA.

c) On a
A = 4z, y)? — 4|z ly]1*.

Or comme P(\) est toujours positif ou nul, nécessairement on doit avoir A < 0.

d) Par conséquent, on a
A =4z, y)? = 4)zlPlly]* <0 & (2,9)° < [yl

d’oit
[{z, y)| < ll[lllyll

Exercice 2. Equivalence des normes
Soit || - ||, pour p € N* U {oo} la p—norme définie pour tout € R par

n
Izl =D lil,
i=1

[l =

[£]loo = .

a) Montrer que, pour tout p € N*,

|zlloe < llzllp < /nll2llo, Vo €R™.



b) En déduire que toutes les p—normes sont équivalentes, i.e. pour tout p,q € N* U {oo}, il existe
¢, C' > 0 tels que

Ve e R",  efzflg < lzfl, < Cllzflg-

Correction.

e D’une part, ||z||oc = max;—1,.. ., |2;| = |2;| pour un certain j € [1,n]. On a
P n
ol = (o fal) = o, < 3 fal,
i=1,...,n -
i=1
d’ot ||z]|oe < /D1y |xiP = ||z||p. D autre part,
n n P
ol = ot < 3 (s fol ) = i,
i=1 i=1

dou [lzl, < ¥/n|2(co-

e Soit p,q € N*, p £ ¢q. Le cas ou p ou ¢ vaut co a été traité dans la question précédente. On

compare chaque norme a la norme || - ||c. On a
1
lzllg < nllzlleo < Vnllzll, = —=ll2llg < ll2llp-

In
On peut donc poser ¢ = 1/¢/n. De plus,
Izllp < ¥nllzllee < nllzllq,

et on peut prendre C = ¢/n.

Exercice 3. Suite bornée
Soit (xx)32, C R™ une suite convergente. Montrer que (xy)32, est bornée.

Remarque : on prendra la norme || - || = || - ||2 mais, par équivalence des normes, ce résultat est
indépendent de la norme choisie sur R".

Correction.
Comme (x1)32, converge, il existe x € R™ tel que,

Ve > 0,3K € N, tel que k > K = |z, — z|| < e.
Sans perte de généralité, posons € = 1. Il existe alors K7 > 0 tel que, pour tout k > Kj,
ok — 2| <1 flof =1 < flzgl] <1+ [l

De plus, pout tout k < K7, ||zx| < max |lz;]] = M. On pose alors C' = max(1+ ||z||, M) et on a
1=0,...,K1

bien, pour tout k£ € N, x| < C.

Exercice 4. Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Soit (wx)72, C R? une suite bornée. Montrer qu’il existe (zk;)520 C (z1)7, telle que (zy;)52,
converge.



Remarque :
e On choisira la norme || - || = || - ||2 sans perte de généralité sur le résultat.

e Le résultat se généralise a R™, pour tout n > 2.

Correction.
Soit xp = (zk,1,7k,2). Comme (x1)72, est bornée, il existe C' > 0 telle que

|z < C, Yk >o0.

Ainsi, pour ¢ = 1,2, |zg;| < \/|zg1]|? + |2x2]? = [|zk]| < C. On en déduit que (z4,1)72, est une suite

réelle bornée. En appliquant le théore de Bolzano-Weierstrass pour les suites réelles, on déduit qu’il
3 3 o0 o0

existe une sous-suite convergence (zx;,1)70 C (Tk,1)72-

En choisissant alors (zx;2)72, C R comme sous-suite de (zy2)72g, on a par le méme argument que

(2k;,2)72¢ est bornée, donc il existe une sous-sous-suite (zx; 2)72) C (2k;,2)72( qui converge.

Or, comme (zy,;1)52 converge, (zy; 1);2, converge car toute sous-suite d’une suite convergente est

convergente. Finalement, on a que (wg,, )i% = (%1, Zk;,,2))iZ0 C (2k)32g est une sous-suite conver-
gente.

Exercice 5. Complétude de R"
Montrer que ()72, C R™ converge si et seulement si (x3)72, est de Cauchy.

Remarque :
e On choisira la norme || - || = || - ||2 sans perte de généralité sur le résultat.

e R” muni de n’importe quelle norme, est donc un espace dit complet ou de Banach.
Correction.

7 =7 Supposons que (xj)3,, converge, il existe alors x € R" tel que klim T, = x, c’est a dire
— 00

Ve > 0,3K(e) € N, tel que k > K(e) = |lap — z|| < e.

Soit € > 0 fixé, il existe K (/2) tel que ||z — || < £/2 pour tout k > K(c/2). Par conséquent, par
I'inégalité triangulaire, pour tout k,l > K(g/2), on a

e ¢
ok = 2l < o = all + o = 2l] < 5+ 5 =
” <7 Supposons que (x)3, est de Cauchy, i.e.

Ve > 0,3K € N,tel que k,l > K = ||l — x| < e.

Etape 1 : On montre pour commencer que (z1)72, est bornée. Soit € > 0, il existe K = K () € N tel
que, pour tout k,l > K,

||xk - .75[” S E.
Par conséquent,
okl < [lor — zx | + [kl < e+ [k

De plus, Vk < K, ||zi|| < max |zi|| = M. En posant C' = max(M, ||xk|| + ), on a bien
i=1,...,

el < C,Vk € N.

Etape 2 : On applique le théoreme de Bolzano-Weierstrass. Puisque (xj)72, C R™ est bornée, il existe
une sous-suite (xy, )%, C ()5, qui converge. Notons € R" sa limite. On a llim Ty, = T.
—00

3



Etape 3 : Finalement, montrons que 11m xp = x. Soit € > 0 fixé. Puisque (z1)72, est de Cauchy, il

existe K € N tel que
|k — x| <e/2, Vk,j>K.
De plus, puisque (xy,) converge vers z, il existe L1 € N tel que
ek, — x| <e/2, VI> L.

Finalement, comme hm k; = oo, il existe Lo € N tel que k; > K, pour tout [ > Ls. Posons

L = max(Ly, Lo). On a alors pour tout k > K,

€
lz = 2l < llzg = 2a | + llow, 2l < 5 +5 =

N ™

Exercice 6. Et pour finir - Suite et série géométrique dans R"
Pour une matrice A € M;xn(R) avec A = (a4j)i,j=1,....,n on définit sa norme de Frobenius || - ||p
par

1AllF =

a) Montrer 'inégalité de Cauchy-Schwarz suivante. Soient A, B € M, xn(R) avec A = (aij)ij=1,...n
et B = (bij)i,j=1,....,n;

n n n
D aibig| < | D ek | > b

2,j=1 1,j=1 1,j=1

n
Remarque : La quantité (A, B) = Z a;jbj; définit un produit scalaire sur My x,(R). On
ij=1
retrouve donc l'inégalité de Cauchy-Schwarz dans son écriture standard

(A, B)| < [|Al|¢[| Bl -

b) Montrer que || - ||p est une norme sur le R—espace vectoriel M,,»,(R), c’est a dire
(a) VA € Muxn(R),||AllF >0 et ||Al|r = 0 A = Opxp (positivité).
(b) YA € R, [[AA|lr = |A| - ||Al| 7 (homogénéité absolue).
(c) YA, B € Muxn(R),||A+ B|lr < ||Allr + ||B||r (inégalité triangulaire).

¢) Montrer que VA, B € Mnxn(R), [|[AB||p < [|Ar||Bl|F-

d) Montrer que VA € M;»n(R),Vz € R", || fa(x)]l2 < ||Al|#||z]2, ot fa : R" — R™ est I'application
linéaire dont A est la représentation matricielle en base canonique.

e) Soit A € Myxn(R). Pour z € R", on considere la suite (z)32, C R" définie par récurrence
comme

Trp1 = fa(zg), k €N,
Trog = 2.

Montrer que si ||A||p < 1, alors lim 2z = Ogn. Conclure que lim f{gk)(:v) = Ogn oU f,(f) =
k—o0 k—o0

fao: o fa
—

k fois



f) Montrer que si ||A||p < 1, alors 1 n’est pas une valeur propre de A. En déduire que sous cette
condition, I’application linéaire idgn — f4 est inversible, ou idgr~ désigne I’application identité.

g) On consideére de nouveau la suite (zj)32, définie au point 5. Soit (y;)7°, C R™ définie par

l
VIEN, y=)
k=0

Montrer que si [|Al|r < 1, alors

hm Y= Zwk = (idrn — fa) ™" (2).

Indication : Calculer, pour [ € N,

(idgr + fa+ £ + -+ £ o (idao = £4).

Correction.

a) En observant que les coefficients des matrices A et B peuvent se ranger dans des vecteurs de
tailles n X n, on a immédiatement par I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R™*™

E:azyw =

t,j=1

nxn n
Zakbk =1(@,b)| < llal2llbllz = | AllFIBlF = | Y af Z b3,

i,j=1 i,j=1

a,b sont les vecteurs de taille n x n construits en découpant A et B lignes par lignes.

b) (a) Comme |Alr = Z aizj on a nécessairement ||A||r > 0 et

i,j=1
JAlp =0&a;=0 Vij=1,...,n< A= Oun.

(b) On a

n

PAlr= | D (a2 =, [ A2 Y af =) Z ag; = Al [|14] .
t,j=1 ,j=1 i,j=1
(c) On a

n

IA+ Bl = (ay + biy)”

i?j

n n n
E 2 § E 2
i,J (2% 2

n n n n
< Z a?j +2 Z afj Z bfj + Z bfj (Cauchy-Schwarz)
/L?] Z7j Z?] Z7j

2

n n
— E 2 § 2
Y] Y]

= (|Alr +1Bllr)*.



n

IABI[E = (AB)};

1,j=1

Z@Mm)

i,j=1

Z (Z azk) ( b%) (Cauchy-Schwarz)
k=1

,j=1

-(Txa) (Lx,
i=1 k=1 j=1k=1
= [lAlIE (1B

n

d) En base canonique, les coefficients de f4(x) sont donnés par (f4(x)); = Z a;jz;, d’olt

j=1
2
n n
1fa(@)3 = Z(fA(m))z? => | D
=1 =1 \j=1
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
2
n n n
S| <3 Yor
j=1 j=1  j=1
Par conséquent,
n n n
Ifa(@)]3 < doagy g
i=1 \j=1 j=1
n n
-y @Yy
i,j=1 7=1
= [ AlZ 3
e) Montrons que lim |z| = 0, ce qui impliquera que lim z; = Ogn. Comme xj41 = fa(zg), on a
k—o0 k—o0
k k
ekl = | fa(zr-0)|| < [[AllFlleeall < --- < Aol = [AlF ]zl
Comme ||A||p < 1, on a lim ||A||% =0, d’ott lim ||z}| = 0. Finalement, on a zj, = fa(zp_1) =
k—o0 k—o0

) ot T £ ()
fa (x), dou kli}rrgofA () =0.

f) Par labsurde, supposons que 1 est une valeur propre de A. Soit v; € R™ un vecteur propre de
A associé a la valeur propre 1. D’une part,

[Avi]l2 = (|1 - v1]l2 = [lv1]l2,
et d’autre part,
|Avi]l2 < [|Al|p[lvill2 < [Jv1l2 car [|AllF < 1.

On obtient ainsi ||vi|l2 < |lvi]l2, ce qui est contradictoire. idgn — fa est alors inversible car 1
n’étant pas valeur propre de A, on a pas définition det(I, — A) # 0.



g) Observons que zy = fa(xp—1) == fjgk) (xo) = ff(‘k) (z). On a alors

Yy =x0+x1+ -+
=+ fa@) + o+ 1)) (@)
= (idgn + fa -+ D) (@).

On utilise I'indication.
(iden + fa+ 19 + -+ 1) 0 (idan — fa) = idgn — 1§
= (idan + fa+ 9+ 1) = (iden = £ ) 0 (idmn = f) 7"
On a donc
y = (idzr — £ o (idzn — fa) ™" (@)
= (idgn — f) ™ (@) = £§7 ((idze = £) 7" @)

Or, en appliquant le résultat du point 5., on a que Yy € ]R",fgﬂ)(y) — 0sil — oco. Dou

finalement

l 0o
li = li = = (idpn — f4) " ().
Jim 3 lggokz_owk kz—:oxk (idrn — fa)™ ()



