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Nous avons passé une semaine a étudier les lois de composition et la notion de groupe, un
ensemble muni d’une loi de composition particuliérement chouette. Aujourd’hui, pour abstraire
I’essence des nombres réels, rationnels ou complexes, nous allons ajouter une deuxiéme loi de

composition, compatible avec la premiére. Nous serons ainsi amenés a considérer des objets appelés

anneauxr dont les plus aboutis sont les corps.

1 Les anneaux

Lorsque I'on a deux nombres réels dans la main, on peut les additionner ou les multiplier. Ces

deux opérations, 'addition et la multiplication, sont des lois de composition.

Définition 1.1. Un anneau est un ensemble A muni de deux lois de compositions, notées + et -,

telles que :

a) (A,+) est un groupe abélien ; (:: COW\MU-X’mLc)
b) la multiplication est associative et posséde un élément neutre, noté 14 ou 1;

< N .
c¢) la multiplication est distributive par rapport a ’addition : ( o~ %mcﬁu ?J‘/ a AJ OILC)

r(y+z)=xy+zzet (x+y)z=1xz+yz, a FdO’b;,,OVL ne
e
pour tous z,y, z € A. d‘tvww{\b‘ t_é pour +

On dit que 'anneau (A, +, ) est commutatif si la multiplication est commutatlye \‘ lA J‘{
Comwia it

Voici quelques propriétés élémentaires, valides dans tous les anneaux, qui permettent aussi de

simplifier les notations. Les preuves sont basées principalement sur la distributivité.
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Lemme 1.2. Soient x,y € A. Alors :

a) 0-x=0=x-0; O O e,a\— ]'@Li,wumL nm\'a,c, (Le_ ‘Q' &LUJC\TOVI, : O:€+
b) (—1)-1’:—1’:1;.(_1)’.

¢) (—x)y = —zy = x(~y).

Démonstration.

a) On écrit 0 =040 et on multiplie & droite par z € A. Il vient

O-x = (O—\-O)‘x &g‘"' Ox £+ O0x . Or \\opposé de OX\ esh L(OX)
Olwl ow OJ)OM}JL de C‘Q\@ﬂu& o;ké de [15,%o~\ﬁ{'—é, dLsons @ deorte
(s S
— - (Ox = De wmeme | 0-x0

(Ox — (OX>> N Ox +(Ox ( >> C i tn wmﬂ,xrbm.wtr 0:O+0

0 = 0Ox + O > 0 = Ox 5 ﬁw.c,h Cx
b) En utilisant a), on peut écrire (}\Lé\'l‘. % o .
0= 0x = (/1+(—4})>< - J.x 1—(~’l)x :X+(~l)x.
Done (1)x sk Vopposs de x ) ¢/ esh-di - dhse EA)x ==X
De wdme , 0=Xx-0 = X(4+(~i}) :)(-4+><(~'1);><+x(~1)

c) En utilisant b), on peut écrire A‘VW{ , K ("4-) = =X

— = - \) = (- ( ) = =X : T&cm wr
SN ((-0%) y T (1) (xy) . 3 thmPox(&;)):-%a

<« |- Fr

b) as)ou&L w b-

Exemple 1.3. Les nombres entiers Z forment un anneau avec ’addition et la multiplication usuelle.

Nous savons que (Z,+) est un groupe abélien, que la multiplication est une loi de composition

associative pour laquelle 1 est 1’élément neutre. Enfin, la multiplication est définie de telle sorte
que la distributivité soit vérifiée puisqu’on pose par récurrence (n + 1)k = nk + k.

De méme, Q, R et C forment des anneaux qui contiennent chaque fois le précédent.

Exemple 1.4. L’anneau nul n’a qu’'un élément, a savoir 0. On définit 0 +0=0et 0-0 = 0.
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Exemple 1.5. L’ensemble des parties P(E) d'un ensemble E est un anneau.
AA«LLMWA : ALQC&«‘W\(.& S(am{,l'/d,a\wg, A
“w\) \'/CF\( whon  inberechon N

—5 Vi daa Lo sene A3 : ((P(E) j A) sk wn grovpe AL‘A}@\_
{\ -2)({ e \D\’ AJ_ WWrQOLtSOV\ &(@(E)

Qo semnovine bervnire
o alret  pour dment nede £

Il nous reste a vérifier la distributivité, ce que nous ferons sur la base d’un diagramme de Venn :

Qb A B, C & T(E). Do veuk (Aas)ac = (Anc)a(Bnc)
Ruppel © An® = (A-%) 0 (8-A) = (Av®)~ (AnB)

A B
()
AR AN

C
(AsB)nc (AaC) A(BOC>
On appelle cet anneau booléen car AN A = A pour tout A C E. Alaéb\-g (fd_ 6008
En notation muliplicative, cette propriété s’écrit @ - a = x, c’est-a-dire, 2% = x. " { 0 4'13"’

Définition 1.6. Soit A un anneau. Un sous-ensemble B C A est un sous-anneau de A si les lois

de composition + et - de A définissent des lois de composition sur B qui en font un anneau.

Exemple 1.7. Puisque I'addition et la multiplication des nombres réels coincident avec ces opé-

rations définies sur les nombres entiers, nous en déduisons que Z est un sous-anneau de R.

Comme dans le cas des sous-groupes, il existe un critére pratique et écologique du point de vue

du gain d’énergie qui permet de reconnaitre les sous-anneaux.

Proposition 1.8. Soit A un anneau.

Un sous-ensemble B C A est un sous-anneau de A si et seulement si

Vz,y € B, les éléments X4 LA )y X ) X - (3 ) /l appartiennent a B.
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Démonstration. = : vrai puisque B est un sous-anneau donc un anneau.
= :
Pour que (B, +) soit un groupe, on doit avoir X + ERB JLL -x € B (TLWI 26 ) wa(l'-)

De plus, 'addition est commutative car e,“x. | esl dams A.
Pour que (B, +, -) soit un anneau, ‘\.\ ?ow& 1u~0. \a. VV\M“"l:Pl/(U»t:bV\ Sof\‘ e QPW(A:OM

.\v\\‘e/\nt. 0: B ) e C{lu QQ asgwu', p&@ |a (,oq&'\ttou\ X a é B

Ele ek dtohibulive pos rm\o\ocwl'- ~ + car dle ek datns A. ,
O botk dumader que 4 €8 | e leo dimenks d Ko 020 gk

1
ncfwmenk d'1aveorse
Nous avons vu la semaine derniére que les conditions sur ’addition forcent 1’élément 0 & faire

partie de B. Pourquoi faut-il alors demander explicitement la présence de 1 dans B ?
C’est le manque d’inverse qui nous force a le faire. Par exemple, le sous-groupe des nombres pairs

ne forme pas un sous-anneau de Z, méme si le produit de deux nombres pairs est bel et bien pair.

Exemple 1.9. Considérons ’ensemble My(R) des matrices carrées 2 x 2 & coefficients réels.

L’addition est définie "terme & terme" et la multiplication est définie "ligne par colonne" :

) ox +bz  au4 bw
(=) () ‘“

Elocls mediss + Addtbron: (5 5) = mebice walle
Hw\\—ftgl(w}lé)m . (A © = m&.\uu, IALM\-{\-E

w

Cx + &2

z

o 4
Il n’est pas difficile de vérifier que Ms(R) forme un anneau. o b ¢ 4 - arc bed
o b o)t ld o) T lebed ate
Le sous-ensemble B des matrices de la forme ) forme un sous-anneau de M5 (R).
—b a

En effet, on voit que la somme et I'opposé de matrices de cette forme sont encore dans B et que
la matrice unité est aussi dans B. Il reste donc a vérifier que le produit de deux matrices de B est

dans B, ce que nous faisons sans attendre :
(a b)(z fU): alx_kta 0»‘64-‘3)( . &.X—]D'a Oda{-k)(
—b a Yy T ~\ax —O,u& - \D«a 4+ 0X -\~ (0~3+bx) &X‘b‘a

Tiens, tiens, on retrouve les formules définies pour la multiplication complexe...

(a+\:i>(x+tai) - (&X-Bv&) + (wa-}bx L
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2 Les corps

Voici enfin la définition d’un corps, traduit de 'allemand "Korper", mot qui explique aussi

I'utilisation de la lettre K pour désigner un tel objet.

Définition 2.1. Un corps K est un anneau commutatif dans lequel 0 # 1 et tout élément non-nul

est inversible.

Exemple 2.2.

’ vab O eou @) Wx el' C gc,wL o\L orpsl .

Maues
Z neah prs wn corps o Loy dimeu audus que T4

n' a dme el puy 4" mverse .

) oL‘ G UWLOuA nul n eﬂ po> ww Corpe  Car 0= 4 (&Wg at aunean

¢ (
At&&miut.
Proposition 2.3. Soit K un corps et x,y € K. Si xy =0, alors soit x =0, soit y = 0.

Démonstration.
&WSoho que Y 4 0.
Aloxs téi easte oF on per Lo
0= 04" = ba)g” = xlyy)y et e
0o, del do "ivwerse

Remarque 2.4. En pratique, on utilise surtout la contraposée de cette proposition :
St 3 x, 9 € A kg Xoy=0 weis x40 ok y#o

dove A w'elb po> awm Corps.

E)Cew\p\e; Mz(IR) n el pro n orps @r por uew.'o[,e,
(2 o) )= (2 )
e (4 4)(374) = (0 2)

N
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Voyons maintenant le plus petit corps du monde.

Exemple 2.5. Le corps a deux éléments. L’ensemble {0, 1} muni de I'addition pour laquelle

14+ 1 = 0 est un groupe abélien. Nous définissons la multiplication en posant

6-0= 0 -4 =0 =40 4 L1441 (fo.>lg&oixf>
O = @l V\cvhx. o ux + ) /1_ = Q{J V\w,tu. ’oou_r .

O \ruic’\e, \1 anoc/&aky{,[l' : (&l)> c = & (L"C') .

St oo=0 , il vk 0=0 & stoa=4 il veeuk be = be.
(Pow L &Lsu\ov.hv{\'e:) on doth \—?M,C{e,r que (o:.-L b)- ¢ - ac+be,

St ¢e=90, il wvent 0=0 s c,:/i.,'ll viewk &+b:o~+13.

wa\' é\-@vnwlr now V\Ml eb‘r vausful. \ 4 e.d]’ Sewn PFOP\-Q. frerse
e 044 . TDone % o, /12] esh an Corps.

On utilise souvent la notation Fy pour le corps a deux éléments.

3 Le corps a p éléments

Nous aimerions maintenant généraliser 'exemple du corps a deux éléments et construire des
corps a trois, cing, sept, ou onze éléments! Il nous faut a tout prix trouver une méthode qui nous

évitera de devoir démontrer a la main 1’associativité et la distributivité...

Définition 3.1. Soit n un nombre entier naturel.

Les entiers a et b sont congruents modulo n si leur différence a — b est un multiple de n.
On note alors a = b(mod n), ou a = b(n) ou méme a = b si le contexte est clair.

La classe de congruence d’un nombre entier a est notée [a).

L’ensemble des classes d’équivalence (de congruence modulo n) est noté Z/nZ.

Ainsi 7 et 11 sont congruents modulo 4. La classe de congruence de 7 modulo 4 (ou de maniére

équivalente celle de 11) est formée de tous les nombres entiers de la forme
bd+3 , heZ

Le fait que la classe d’équivalence est bien définie découle de la proposition suivante.
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Proposition 3.2. La relation de congruence est une relation d’équivalence.

Démonstration.

Réflexivité G = O (Wle(i n) cox o.-o. = O @‘r wn mwlL\.Fl:,c[ﬂ. W =D @é[":)

Symétrie : Swﬂoosom C]u.( & & E"] &
o= lD(W\oCL h &>
o -b el mulbide den & b-o eok \men,oLo de v &S

‘D_:_a(ww&) &=> b ¢ [a].
Transitivité :

Swp osons Gue a & LBZ\ o que bele].
&> ozb(wodn) < b= ¢ (mod n
(&) o-b w\' b-c sewk des W)M.“‘YF &c,vu.

=> O0-C = (& ~b>+(b - c,) u\ hwn mw“-iptt de n (SOxle-é‘:M
=S o= cfmodn) & o el[c]

Nous pouvons maintenant définir une addition et une multiplication sur les classes de congruence

grace aux opérations homonymes sur les entiers. Il y a n classes de congruence dans Z modulo n :

Z/nZ ={[0],[1],...,[n — 1]} puisque tout entier k est congru a son reste de la division par n.

Définition 3.3. Soient [a], [b] € Z/nZ. Alors la somme est définie par [a] + [b] = [a + 1] et le
produit est défini par [a] - [b] = [ab].

Nous devons vérifier que ces définitions ne dépendent pas du choix du représentant de la classe
de congruence. Pour la somme par exemple, si a = a’(modn) et b = 0'(modn), alors
(a+b)—(a/+V)=(a—d)+ (b—1V) est un multiple de n. Ainsi, (a + b) = (a’ + V')(mod n).
Les autres Ve-I‘lﬁC tions Sorkﬁ“ similaires. ) - &( L)-— U) X (a'— a,) BI u\— e Ma“BLC n

?w« R b/ —0"
Théoréme 3.4.

L’ensemble Z/nZ des classes de congruence modulo n forme un anneau commutatif.

Démonstration. Tous les axiomes sont vérifiés parce qu’ils le sont dans Z.

Prenons par exemple I'associativité de la multiplication. Soient [a], [b], [¢] € Z/nZ. Alors

(la]-8])-[d] = [a-b]-[c] = [(a-b)-of = [a-(b-c)] = [a]-[b-c] = [a]-([b]-[])-

Les autres vérifications sont similaires.
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Exemple 3.5. Il existe un anneau ayant 6 éléments [0], [1], [2], [3], [4], [5]. Dans cet anneau on

ﬂ/\(ow calcule par exemple [2] + [5] = [4 ] ou encore [2] [3] = [0]. En particulier, cet anneau

W ok paswn worps [e1[3] = [o] <F [217[e] [3¢[0]

Théoréme 3.6. L’anneau Z/pZ est un corps si et seulement si p est un nombre premier.

Démonstration.

= par contraposée : Si p n’est pas premier, on peut I’écrire comme produit rs avec r, s > 1. Alors,
[)-0s) =C¢)=(e] . O [rl9[6] o [s]#[o].
PEBZ'S Z/FZ Wk o) L corp

< directement : Supposons que p est un nombre premier. Nous devons montrer que tout élément
non nul de Z/pZ est inversible. Soit 1 < a < p — 1 et [a] sa classe de congruence modulo p.
Considérons l’ensemble {a,2a,...,(p — 1)a}. Nous affirmons que ces éléments appartiennent &
p — 1 classes de congruence modulo p distinctes. En effet, Ftoux %, ?, {: ol o4 4 ‘gz 2P 4 P“i )

Jo. dillevence Lo -ha = (Q-%) o n'el o dinvosi ble pac p - Co

‘QJ}L o\» a souk duus n&}m[g now VWJ_S ) shidemenl ince',.,iw_g a p P«.Lm{e.r.

Aiasi ) [Qa\j + [Pcou:l Dowe on = exoctement p-4 dasses dokinekes

da tonqiuence ; Neu wdles dams J&; lowy o~ /(F"i)"‘ﬁ '

L' tne @b Jdasse Ei] , disons [w\-a] =[w][e] = ['i]
Awsi [m] est 4! inverse de [o]. -

Exemple 3.7. L’anneau Z/6Z, rencontré il y a un instant et qui n’est pas un corps, a la table de

multiplication suivante ol on note k au lieu de [k] pour alléger la notation :

o[1]2]3]4]5

Ol®d|lole|6| 0

1o|M1] 3|5 EJ=>£/@/Z n' ek peo
20'2_q(§_|21f Uw\u;r[aé!
3]o]3|o]3l]3
1]o]y| 2]le) 4| 1] lee deux [1] 'lnAﬁol\va\\- e
50o|8|4]3| 2|4l
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