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Dans ce cours, nous allons démontrer le théoréme de Bernoulli-L’Hospital, puis étudier la

convexité du graphe d’une fonction réelle a I'aide de la dérivée seconde.

Pour terminer, nous donnerons le plan général d’une étude compléte de fonctions.

1 La régle de Bernoulli-L’Hospital

La démonstration de cette régle de calcul que nous verrons aujourd’hui se base sur le théoréme
des accroissements finis généralisé.
Théoréme 1.1. de Bernoulli-L’Hospital.
Soient f,g :Ja,b] — R deux fonctions réelles continues définies sur un intervalle semi ouvert et

dérivables en tout point de |a, b|.

/
x
On suppose de plus que g’ ne s’annulent en aucun point de |a, b et que 1im+ f,E )>
z—a™ (T

= pu € RU{zxoo}.

Alors, si lim f(z) = lim g(z) =0 ou +oo,
z—at z—at

TACO N C) =

z—at g(.??) z—at g’(x)

Démonstration. Nous effectuons la preuve dans le cas ou lim f(z) = lim g(z) =0.
z—at z—at

Dans ce cas, on prolonge f et g par continuité en a en posant|f(a) = g(a) = O |.

Par le théoréme des accroissements finis généralisés, 6w .50,;[," ] ne ‘VLX é ] 0 |o [)
|
Fc=c(x) € ]&)X[ ba\.@: t(x) - §(e) = Q(“”)
g qla-9e) gf(e)
Lorsque x tend vers a par la droite, Fau( ‘L Hq,{ AL A.Q-.S SC\:/:\(;LGJUMO ) C(X} {»CMA
Vers e (o a L e(x) 4% . Aimi)
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Le résultat est cité ici avec une limite a droite, mais il est bien str valide pour les limites a

gauche, et donc pour les limites absolues.

Les cas ou lim flz) = lim g(x) = oo sont légérement plus délicats et les éléves intéressés
Tr—a Tr—a
peuvent en trouver une preuve compléte dans la plupart des livres d’analyse, par exemple “Calcul

différentiel et intégral” de Douchet et Zwahlen.

3x + cosx

vz +1

Numérateur et dénominateur tendent vers 'infini et nous devons lever cette indétermination.

Exemple 1.2. Calculons la limite du quotient lorsque x tend vers l'infini.

Si nous appliquons la régle de Bernoulli-L’Hospital, nous calculong le quotient des dérivées : [

—t— e
M: 3 - Stn(x) = (3 ~5m(x\)'\]>&’t+] ( X 4| .4:l
(Va2 + 1y _X X ( Xt 1) ?) =
xT+ 1 ( z> bl
x+L) 2. Ix =
(Ub\f),: wv + av' %(X—>

Il y a a nouveau une mdetermmatlon et on calcule une) seconde fois le quotient des derlvgex +
u\

N
—tos(x) - Ux%+1 & (3~$m(>‘)) :FH
— cos(x) (Xz+ l ) + x (3-3m(x)>

\l x %+ 4,

La situation ne s’est pas simplifiée et le terme (2?4 1)-cos z oscille entre des valeurs de plus en plus

grandes alternativement positives et négatives... Appelons les gendarmes pour calmer la situation.

. 3r + cosw 3z cosT
Reprenons notre quotient : =

_l’_
Va2 +1 Vrz+1 Va2 +1

o 0 X-> 00 - 4 c,o.s(y) < 4 X — S O
7 o \ x2z4 h \‘XZ+ VxZ+ 4
X ’)00 o
31‘+COS£C 3x
Ainsi, lim ————— = ‘QAW\, 5 X = &'m
R X—0 (3T x—e® [X] /1+.;‘?2
Ajo& JL@W\ 3X = 3 JLL Loan 3k - -3
X=>1® X {A+L, i SRS
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2 Convexité et concavité

Un sous-ensemble A de points du plan est dit conveze si le segment qui relie deux points quel-
conques de A est entiérement contenu dans A. Ainsi un disque est convexe, alors qu'un polygone

étoilé ne l'est pas : 3

Ceci motive la définition de convexité pour des fonctions réelles.

%

Définition 2.1. Soit f : [a,b] — R une fonction réelle. On dit que f est convere sur 'intervalle

[a, b] si, pour toute paire de points x et y compris entre a et b et tout nombre réel 0 <t <1, 0n a

2 ( b +(4-k)3) £ kW o+(4-8)F(y)

La fonction est dite concave sur [a,b] si
P ety ) 2 bR+ (U-0) F(y)

Que signifie cette définition? Lorsque t parcourt tous les nombres réels compris entre 0 et 1,
la combinaison linéaire tx + (1 — t)y parcourt tous les nombres réels entre = et y. Le segment re-
liant (z, f(z)) a (v, f(y)) est formé des points P, = (tx+(1—t)y; tf(z)+(1—t) f(y) ) avec t € [0;1].

2 (2 F2)

J)

Jix)

x  ix+(I-0y y
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Ainsi la fonction f est convexe si tout point du graphe de f est situé¢ =~ S©UI LL Se.amfmk

fiant  X=(x, F(k)) 2t Y:((a ; @(U}))
D‘l Pbum )POL\’ S(GM-E\;LCL ol,the OX )Q en (,ov‘u.\rcé—:>—(2€6} CenveXe

Exemple 2.2. La fonction f(z) = 22 est convexe sur tout R. En effet, pour x < y et 0 <t <1,

fltz+ (1 =t)y) —tfz) - (1—1) f(w) = ((:x +(4—E)(3>7‘ _ ExE- (A0 ‘32 _
s Lbx (40 + (b bxt <ab) y® =
k(k—])xz__ 26(&“4.))((% + (A‘E)(#—t /I)Ia —

o) Dt ey = 7] = B0 x—g) £ 0
>O > _
DOV\C ) @(Ex+(’1*l‘)‘a) é EC(X\ 1-(/1"{7)(2(3) o

G\\ o&. G(X\) =><Z -eﬂsL L)‘Q,u\ (on\rtxe .

Le résultat était attendu dans ce cas : puisque le coefficient devant z? est positif, la parabole

représentant la fonction est convexe.

Lemme 2.3. Soit f : [a,b] — R une fonction convexe. Alors sia <x <y<z<b, ona

fly) = flx) _ () = fl=) _ f(2) = ()
Yy—x o 2= zZ =y
éx{o.‘&x =1
Démonstration. Remarquons que si t = S y’ alors 1 —t = @Av -
% — b @ % = i1
D’autre part, 7
tr 4 (1— 1)z = z—yx+y—xzz 2T —Yr +yz — T2 —y
=00 AR 2=
e " . zZ—y y—x
Par définition de convexité, on sait alors que f(y) < —=f(z) + f(z).
Z—x z—x

Divisons cette inégalité par y — x :

ULt TRV S NPT SRRt SN 0 R et STV SRR S

PR s oy S el g s A e s R e
Une soustraction de /(@) nous permet d’obtenir 1Y) - f(z) < 1) - f(x) O
y— T y— Z—x
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Proposition 2.4. Soit f : [a,b] — R une fonction convexe. Alors,
f est continue et admet en tout point une dérivée a gauche et une dérivée a droite.

De plus, si x <y et que la dérivée existe en ces points, alors f'(x) < f'(y).

Démonstration. Voyons d’abord pourquoi f est continue sans entrer dans les détails des € et 9.

Fixons = et considérons deux suites monotones x,, < x et y, > x qui tendent toutes deux vers z.

Définissons m = M et M = M. Le lemme précédent garantit que X ~— X &— ‘a
To—T Yo — T n n
m < f(an) — f(x) < fana) — flz) < f(Yni1) — f() < flyn) — f(z) <
Tp— T Tpa1 — X Ynil — T Yp — T

J\,Or.squ,c, n— oo ,"Y(b (iihow\imo\\feum ‘l‘e,l/\e\LvJ’ verse O ‘@l— oymmmeé
‘Q,c; Gmchovu Sowh boundes Pax w ek M , QQ Wuwu{ﬂvl.u,“_g "‘cu.eleui‘

MS&{ AT O . (DO\A'L)

‘e&m (:(Ym) = P(ﬂ = ng&:vw g(‘jd e} £ el L»th’u'me.ewx.

n— 00

DQ PLMA, ’P‘L Cbl“t‘rr:ﬁ— ot 8&»\09\.( en X VML *Q,,'M

n->w Xn~ X \4
quu', wa&l Lo et e Swlll c.ron‘.&sakac c\r wio-] ovle 2l M.

‘ gr)-Fbe
De mewe b deinde & droile eu x exusle ok ot Liwn i ),)\?

r
n— 0P n
&M‘\{ Aj.whsa.wtc e_\‘ wilneée [ .

Finalement, si x < y et ¢ est un nombre quelconque compris entre x et y, les inégalités

gi(x> LCPX fO-f@) _ fO- ) 4y @%(%>

c—x B c—y

montrent que fj(r) < f;(y) et donc que f'(x) < f'(y) puisqu’on suppose ici que la dérivée existe.
[

La proposition ci-dessus dit que les dérivées a droite et a gauche existent, elle ne dit pas qu’elles
coincident ! Une version plus générale dit de fait que la dérivée & gauche est toujours plus petite

que celle a droite.
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Exemple 2.5. On définit une fonction f "par morceaux" sur l'intervalle [—2, 2] comme suit :

fx) =

—2r—1 si—2<zxr< -1
si—1<x<0
sio<z<1
sil<z<2

Son graphe est visiblement convexe, méme si la démonstration pourrait étre fastidieuse :

On voit que les dérivées a gauche et a droite ne coincident pas en —1, 0 et 1.

3.0
250

20k

-1 1

2

La conséquence la plus importante de la proposition précédente s’obtient dans le cas ol on

suppose que la fonction étudiée est dérivable.

Théoréme 2.6. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable. Alors

[ est conveze si et seulement si la dérivée f'(x) est une fonction croissante.

Demonstmtw'ﬁ%l f est convexe et dérivable, la dérivée est croissante, nous venons de le démontrer.

\ \ Supposons donc que la dérivée est croissante. Pour montrer que f est convexe, nous allons travailler

directement avec la définition.

Fixons donc = < y et un nombre 0 < ¢ < 1 et posons u =tx + (1 —t)y.

Le Théoréme des accroissements finis garantit 'existence de ¢ € |z,

(o) =

donc f(x

De plus, comme ¢ < d, et qu’'on suppose f’ croissante, F C) < Q (A' )

) - £ (w-x) £'(0) +(4/E)(-‘

Ainsi, t f(z) +

u—x y—u

ul et d € Ju,y] tels que
fly) = f(w)

= flw) - (w-x) £'(0) et f(y Hu) (ﬁ‘“\cl(d)

(1=1)f(y)

flu) =t (u—=) f'(c) + (1 —1)(y

— u) f(d)

FU-£)(y-u) (4 d)
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Par conséquent, puisque u =tz + (1 — 1)y,
tf@)+ (1=t fly) = flw—-tltz+1-y—2)f(+A-t)y—tz—(1-1)y)f(d)
= f(u) =t =)(y—2)f(c)+ (1 —t)t(y —z)f'(d)

\ = fy+ EA-E) (g -x) (£'(d)~F' (o)

/f(U):f(txj%?l—t)y)zo 2 0 Cor F'onus.sc»wlt
Ainsi, ¢t f(x) + (1 —t) f(y) > f(tz+ (1 —t)y), donc f est convexe. O

Grace a notre étude de la croissance d’une fonction dérivable, nous obtenons immeédiatement

le critére de convexité suivant :

Corollaire 2.7. Soit f : [a,b] — R une fonction dérivable deuz fois. Alors f est convexe si et

seulement si f"(x) > 0 sur [a,b].

Exemple 2.8. La fonction f(z) = sinx sur l'intervalle [0, 7] est CoOwcout  Cou

@'(x) =~ tos () ek

o F0 = sl < oot

Définition 2.9. Une fonction réelle f admet a comme point d’inflexion si f est convexe a gauche

de a, puis concave a droite de a, ou inversément.

A

~

N
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3 Etude de fonctions

Nous avons les clés en main pour effectuer I'étude compléte d’une fonction réelle quelconque.
Nous savons étudier le signe de la fonction, de sa dérivée et de sa dérivée seconde, et ainsi déter-
miner les intervalles de croissance, décroissance, convexité et concavité. La régle de base n’est pas
de respecter cotite que cotite 'ordre des opérations, mais de penser globalement a 'étude de la

fonction et de s’assurer que les résultats sont cohérents.

Voici le plan général d’une étude de fonction :

1. Déterminer le domaine de définition D(f) et les points de discontinuité ;
2. Déterminer si la fonction est paire ou impaire, si elle est périodique (et quelle est la période) ;
3. Déterminer le signe de f;

4. Calculer les limites aux points du bord de D(f), en particulier en +o0; en déduire s’il y a

des asymptotes verticales et horizontales, en donner les équations;

5. Déterminer l'existence d’asymptotes obliques, en donner les équations ;

6. Calculer la dérivée, son domaine de définition D(f’) et son signe;

7. Calculer la dérivée seconde, son domaine de définition D(f”) et son signe;

8. Calculer les limites de la dérivée aux bord de D(f);

9. Etablir le tableau des variations de f, f" et f”;
10. Déterminer les extrema locaux de f et les points d’inflexion, ainsi que 'ordonnée a 'origine ;
11. Déterminer les intervalles de croissance, décroissance, convexité et concavité ;
12. Tracer le graphe de f;

13. Etablir d’autres symétries que la parité s’il y a lieu.
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42 — Az

E le 3.1. N étudi la foncti = :
xemple ous étudions la fonction f(z) PP rr_1

— Domaine de définition :

(x-x v (x- 1) = x t(x=1) +(x~2\ = (x-1)(x*+ 1)

= €b, = R~{4]
HM) “Q/vax F(X) = “Qﬂ\m ML‘X = '+ =1 e/\' ow rolomae '?o\

% 4. X5 4 ) (X444
(M ( ) QOMJAOV\ U»‘ (,o'\ll\”\Ao\‘tL o
Nous étudions donc la fonction g(r) = —
241
Cette fonction est visiblement impaire et elle ne s’annule qu’en 0. ( %(—X] s - 3()0)
— Signe de g(z) = 3“6““— de Ux
X | © N
- o +
a |
— AV - (Zé Cowv ED% =
oA D _,}H L
— 9N U
L b =M = 0. D Ak:yeo
2 B X0 2
x50 X“4+ A
— AO : ¢ cor AR
— Dérivée : 2
(x) =  (x2e 1) - - 2 ~h e 4 = (e ) (x-1)
L TNk S Txm Gea)®

g\am& da %’/ LrotsSamie de ‘%
X T -1 |
9 - o + 0 -

p s /(”I“z)\>
(l- : -~2)
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o (rn - _y X -4
— Dérivée seconde : 96 (.Y) - L, —(x?—4./1)7'
n(X) ) _L( 2x (x"+¢)7' - (x%4) 2 (x+4) - 2x
% (7&2_'_/[)'*
" 9y (£51) [xﬁi -~ 'Z.(Xz-i)j
- (x4 AR
X (3‘)(?") ~ X(x*-3) _ X (x—ﬁ)(x-;—ﬁ)
- -3 =4 = &
B (x+1)3 (x*+4)3 (x%4)3
< -1 0 i3 On pose -
%“ - O + © o © 4- Iv\'[:'e = In’“—oﬂ'on
o | /7 NI \_S Tk /N Tnft o
— Gra he'(&-eg (—ﬁ)-ﬁ> (O-)O) (ﬁ/ﬁ) 3)6): Na|
o | Max V3 =43

A

I3

v

De rlw 8(5):% ~ 0N

= 4o ~oyY
10 et %(IO\ =0



