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Probleme 1: Equation aux différences
Un systeme LTI stable est décrit par I’équation aux différences suivante:
y[n] — 0.3y[n — 1] — 0.4y[n — 2] = z[n] — 2.1z[n — 1]
a) Calculez la réponse fréquentielle du systeme H(w).
b) Calculez la réponse impulsionnelle du systeéme h[n].

Solution

a) En appliquant les propriétés de décalage dans le temps et de linéarité de la DTFT, on obtient
Y(w)(1—0.3e79% — 0.4e2%) = X (w)(1 — 2.1e79%)

En utilisant la relation Y (w) = H(w)X (w), on obtient la réponse fréquentielle

Y(w) 1—2.1e7%
H(w) = = , ,

@)= %@ = G037 — 0407
_ 1—21e /v
(14 0.5e73w)(1 — 0.8¢—3w)
B A . B
~ (14+0.5e73%) (1 —0.8e79%)

Apres une décomposition en fractions simples, on obtient que A =2 et B = —1 et donc que
2 1
H(w) = —

(140.5e=7¢) (1 —0.8e=7v)

b) En utilisant la propriété de I’exponentielle unilatérale de I’annexe 4D, on obtient la réponse impul-
sionnelle h[n]

hln] = 2(—0.5)"u[n] — (0.8)"u[n]



Probléme 2: Composition de systémes

(a) Considérez le systéme LTI G; suivant, qui est une composition des systémes LTI H; et Ho.

x(t) i HC s %C y(t)
I |

(i) Quelle est la réponse impulsionnelle g;(¢) de Gi, en fonction de hq(t) et ha(t), les réponses
impulsionnelles des systemes H; et Ho respectivement?

(ii) Considérez les fonctions hi(t) = —§(t — T) et ha(t) = 28(5(t — 2T)), 0 < T < co. Explicitez
la réponse impulsionnelle g (t).

(iii) Le systéme G est-il causal? Justifiez.

(b) Nous considérons le nouveau systéme Go suivant.

— Gi Hs —

(i) Exprimez la nouvelle réponse impulsionnelle g2(t) de Go en fonction de la réponse impulsion-
nelle hs(t) du systeme Hsz, en considérant la réponse impulsionnelle gq(t) du systeme G;
trouvée en réponse a la question af(ii) .

(ii) Sachant que Hs est un systéme causal, Go est-il forcément causal? Justifiez.

(iii) Sachant que H3z est un systeme stable, tel que [ |hs(t)|dt < B < co. Prouvez que Go est
forcément stable en trouvant une constante C' < oo telle que [~ |g2(t)|dt < C'.

(iv) Calculez la nouvelle réponse impulsionnelle go(t) pour hs(t) = u(t), ot u(t) est la fonction
de Heaviside.
(c) Supposons finalement que 7' = 0 et prenons le signal d’entrée z(t) = 24t?(u(t + 1) — u(t — 1)).

Soit y(t) la sortie du systéme Go pour une entrée z(t). Nous considérons l’approximation du
signal y(t), notée g(t). Elle est construite en interpolant linérairement la fonction y(t) entre les
points suivants : (-1.5,-1,-0.5,0,0.5,1,1.5).

(i) Dessinez le signal ga(t) sur lintervale ¢ € [—1.5,1.5].
(ii

(i

)
) Dessinez le signal x(t) sur l'intervale ¢ € [—1.5,1.5].

) Soit A = f01/2 2472dr et B = f11/2 2472dr , calculez A et B.

(iv) En vous basant sur vos réponses aux points précédents, et en utilisant la méthode de la
convolution graphique, dessinez la fonction §(¢).



Solution

(a) (a-i) h(t) = ((ha(2) % 6(t))
(a-ii) On remarque que ha(t)
2T) 4 0(t) .

(a-iii) Le systeme est causal car T > 0.

+6(t)) * ha(t) + 6(t) = (ha * ho)(t) + ha(t) +0(2) .
= 21(0(t — 2T) = 476(t — 2T) et donc gy(t) = —476(t — 3T) + 475(t —

(b) (b-i) La forme générale devient go(t) = (g1 * h3)(t) = 4T (h3(t — 2T) — ha(t — 3T)) + hs(t).

(b-ii) Oui le systeme est causal pour tout systéme Hsz causal. Preuve: Sachant que hz(t) = 0,Vt <0 et
que T; > 0 alors hg(t —T;) = 0,Vt < 0 < T;, nous avons donc une somme de signaux causaux qui est
nécessairement causale.

(b-iii) Le systéme Go est stable pour tout systéme Mz et T < co. Preuve: Sachant que [ |hs(t)|dt < B,
on a donc:

| lostolar = [ 4 (e —21) — hote = 37) + (o) 1)
< /Oo 47 |\h3(t — 2T) — ha(t — 3T)\dt+/oo |hs(t)|dt (2)
< 4T(/_oo |h3(t—2T)|dt+/_oo \—hg(t—ST)|dt)+/_oo |hs(t)|dt (3)
< (4T 1 1)B < oo (4)

En appliquant deux fois I'inégalité du triangle.
(b-iv) On remplace simplement hs(t) par la fonction de Heaviside dans la formule (c-i): ga2(t) =
4T (u(t — 2T) — u(t — 3T)) + u(t).

(c) (c i) (c- ii) pour T =0, g2(t) = u(t). Pour les dessins voir figure 1.

(c-iii) A = [//? 2472dr = 8T3|1/2 =letB= [ ,24r2%dr =873 , =8 -1=7.

(c-iv) Il suffit de cumuler les portions d’air A et B pour trouver les valeurs en chaque point, puis
d’interpoler linéairement entre les points, voir figure 1.

Remarque: vérification analytique

vy = [ a(rute—riar 5)
_ /_oo 2472 (u(r + 1) — u(r — D)u(t — 7)dr (6)
= /_ 2472 (u(T + 1) —u(r —1))dr (7)
(8)
Et ainsi on peut distinguer 3 cas de figure en fonction de t:
t<—1:y(t)=0 (9)
t>1:y(t) = /1 247%dr = 8731, =8 — (-8) =16 (10)
—l<t<l:ylt)= /t 2472dr (11)
(12)



Nous cherchons les valeurs de y(¢) en t=-1.5, t=-1,t =-1/2,t =0, t=1/2, t = 1 et t=1.5:

t=—1/2:y(t) =8} = 1 - (-8) =7
t=0:y(t) =832, =8

t=1/2:y(t) =8 F=1-(-8) =9

L’interpolation linéaire entre ces points nous donne la réponse.
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Figure 1 : Solution (2-d)



Probléme 3: Equation différentielle

Soit le systeme décrit par I’équation différentielle suivante:

———L =x(t—m)—z(t)

a) Trouvez la réponse fréquentielle du systeme.

b) En déduire la réponse impulsionnelle et faire une esquisse de la réponse impulsionelle.

€
25

jo_o—jw

Indice: Rappelez-vous que sin(x) =
¢) Est-ce que le systeéme est causal? Justifiez.

Solution

a) Pour trouver la réponse fréquentielle il faut passer dans le domaine de Fourier, nous avons alors
I’équation:

On trouve alors H(w):

= er*j%“’sinc(%)

b) Pour obtenir la réponse impulsionelle, il suffit de se reporter a la paire de transformée de Fourier pour
la fonction sinc, dans ce cas-ci nous avons tg = 7 et la réponse fréquentielle est de la forme:

Ce qui donne en temporelle:

Finallement, nous obtenous la figure 2.

¢) Un systeme LTI est causal si et seulement si la réponse impulsionnelle est identiquement nulle pour
les retards négatifs: h(t) =0 pour ¢t < 0.

Comme on peut le voir, h(t) =0 pour ¢t < 0. Le systéme est causal.



M= o

Figure 2: Esquisse de la réponse impulsionelle.



