CoURS EULER, 4° ANNEE

INTEGRATION

1 Rappels

Cette section est principalement tirée des supports de cours d’'Intégration de
M. Schneider (2021-2022) et de N. Pointet (2023-2024).

Définition 1.1. Etant donné un intervalle |a,b], une subdivision de [a,b] est
un ensemble de points 0 = {xg,x1,...,x,} tels que a = 9 < 1 < T3 < ... <
xn, = 0b. Pourt =1,...,n, on note 6; = x; — x;_1 la longueur de l’intervalle
[zi—1,2i]. Le pas de la subdivision est défini par 0, = _max 0;.

Définition 1.2. Soit f : [a,b] — R bornée et soit o une subdivision de [a,b]. La
somme de Darbouz inférieure s,(f) et la somme de Darbouz supérieure S,(f)
sont définies par

so(f) = lelggx UC

i:
n

Sg(f)zz sup  f(z)d;.
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FIGURE 1 — Exemple de sommes de Darboux inférieure (rouge) et supérieure
(bleue).



Définition 1.3. Soit f : [a,b] — R bornée. On définit

s(f) = sup s0(f)
S(f) = 12f Sa(f)

Le sup et linf sont ici pris sur toutes les subdivisions de l'intervalle [a, b).

Définition 1.4. Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite intégrable (au sens
de Darboux) si s(f) = S(f). On pose dans ce cas

b
/ f(x) dz = s(f) = S(f).

Proposition 1.1. Soit f : [a,b] — R continue. Alors f est intégrable.

Proposition 1.2. Soit f : [a,b] — R bornée. Alors f est intégrable si et seule-
ment s’il existe une suite de subdivisions {o)}ren dont les pas tendent vers 0
telle que

lim s,, (f) = lim Sy, (f).

k—o0 k—o0

De plus st une telle subdivision existe, alors

lim S&k(f> = lim S&k-(f)

k—o00 k—o0

pour toute suite de subdivisions {Gy }ren dont les pas tendent vers 0.

Théoréeme 1.1 (Théoreme de la moyenne). Soit f : [a,b] — R une fonction
continue. Alors il existe ¢ € [a,b] tel que

b
/ f(z) de = (b—a)f(c).

Définition 1.5. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Une primitive de
[ est une fonction continue F : [a,b] — R dont la dérivée vaut f, c’est-a-dire
telle que F'(x) = f(x) pour tout x € [a, b].

Théoréme 1.2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue.
La fonction F : [a,b] — R définie par

F(z) = / R di

est une primitive de f.



Théoréme 1.3 (Théoreme fondamental du calcul intégral). Soit f : [a,b] — R
une fonction continue. Soit G : |a,b] — R une primitive de f. Alors

b
/ f(z) de = G(b) — G(a).

Proposition 1.3. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Soit I C R un
intervalle ouvert et g,h : I — la,b] des fonctions dérivables sur I. Alors la
fonction

g(x)
K(z) = / f@t) dt
h(x)
est dérivable et pour tout x € I, on a

K'(z) = f(9(x))g'(z) = f(h(x))h'(x).

-
Définition 1.6. Soit f : [a,b[— R. On dit que l'intégrale génémlisée/ f(t) dt

T
existe/converge si la limite lim / f(t) dt existe. On pose alors par définition
a

T—b~

/a ") dt = lim / () d.

Si la limite n’existe pas, on dit que ['intégrale généralisée diverge.
(Les définitions sont similaires si f : Ja,b] = R ou f : ]a,b[— R.)

2 Intégrale de Riemann

On introduit ici la notion d’intégrale de Riemann. Cette notion est équivalente
a la notion d’intégrale de Darboux, mais peut étre plus facile a manipuler
pour démontrer les propriétés des intégrales. Cette section est tirée du cours
d’Intégration de N. Pointet

2.1 Sommes de Riemann

Définition 2.1. Soit f : [a,b] — R et soit 0 = {xp, z1,...,x,} une subdivision
de |a,b]. Une somme de Riemann est une expression de la forme
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FIGURE 2 — Exemple de somme de Riemann.

Remarque 2.1. Les sommmes de Darboux sont donc des cas particuliers de
sommes de Riemann.

Définition 2.2. Soit f : [a,b] — R et soit {o}}ren une suite de subdivisions
dont les pas tendent vers 0. La fonction f est intégrable au sens de Riemann si
la limite

lim Ry, (f)

k—oo

existe et ne dépend ni des subdivisions o, ni des points 4F de chaque subdivision.
Dans ce cas l'intégrale au sens de Riemann de f est définie comme klim R, (f).
— 00

Proposition 2.1. Une fonction bornée f : [a,b] — R est intégrable au sens de
Riemann si et seulement si elle est intégrable au sens de Darbouz (et la valeur
des deux intégrales est la méme).

Démonstration. Voir Série 1. ]

2.2 Intégrales de fonctions continues par morceaux

Définition 2.3. Une fonction bornée f : [a,b] — R est dite continue par morceaux

sl existe une partition de [a,b] 0 = {ag,a1,...,a,} et n fonctions continues
fi : lai—1,a;] = R telles que pour tout i = 1,...,n et tout x €|a;_1,q;[, on ait
fz) = fi(x).

Proposition 2.2. Si f est continue par morceaux, alors f est intégrable et

/ab f(x) dx = Zznl:/:l fi(x) dx.
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Remarque 2.2. Si f, g : [a,b] — R sont deux fonctions continues par morceaut,
A€R etcela,b] on a encore

/ (F(e) + g(e)) do = / e do 1 / o) di
/ab)\f(x) dx = /\/abf(x) dx

[ 1w @] < [ @
/abf(x) dx = /acf(x) dx—l—/cbf(x) dx.

Remarque 2.3. Par contre, le théoreme de la moyenne n’est en général pas
vrai pour les fonctions continues par morceaux ! On peut, pour s’en convaincre,
considérer la fonction f:[0,2] — R définie par

f(x)_{l siz <1

-1 stz >1.

2.3 Aires de surfaces planes

Définition 2.4. Soit f : [a,b] — R une fonction continue qui change de signe

un nombre fini de fois. L’aire algébrique de la surface délimitée par le graphe
b

de f et l'aze Ox entre a et b est donnée par f(z) dz. L’aire géométrique de

la surface délimitée par le graphe de f et Vaze Ox entre a et b est donnée par

/ @) de.

Exemple 2.1. On considére la fonction sin : [0, 2] — R.

Y f(a) = sin(x)

‘ X
\/
o

FIGURE 3 — Graphe de f(z) = sin(x) entre 0 et 2.
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L’aire algébrique de la surface déterminée par son graphe est

L’aire géométrique de la surface déterminée par son graphe est

Au lieu de calculer I'aire entre le graphe de f et I'axe Ox, on peut aussi calculer
I’aire du domaine défini par le graphe de deux fonctions; c’est l'objet de la
proposition suivante.

Proposition 2.3. Soit f,g : [a,b] — R deuzx fonctions continues telles que
f(z) = g(x) en un nombre fini de points. Soit D C R? défini par

D={(e.y) R | a<a<b, minff(a),g(e)} <y < max{f(a). g(x)}}.

b
L’aire géométrique du domaine D vaut / |f(x) —g(x)| dx.
a

1
2.4 Intégrale de la fonction inverse f(t) = p

On consideére la fonction A : R} — R définie par

A(:c):/lxldt.

t

Notons que A est bien définie puisque la fonction f(t) = n est continue entre 1

et x pour tout x > 0. La proposition suivante liste certaines des propriétés de

A



Proposition 2.4.

1. A est continue.
>0 stx>1
2. Alz) =0 siz=1
<0 stxz<l.

. A est une fonction strictement croissante.

. Pour tous k,xz € RY, on a A(kx) = A(k) + A(z).
. Pour tout x € R* et tout r € R, on a A(z") = rA(x).

7. A est injective.

3
4. A est concave.
5
6

8. A est surjective.

9. A admet une fonction inverse A~' : R — R%.

Démonstration.

1
1. Découle du fait que f(t) = n est continue entre 1 et x pour tout x > 0.

1
2. Découle du fait que n > 0 pour tout t > 0.

d 1

3. Ona —A(z) = — > 0 pour tout = > 0.
dz x
d? 1

4. On a @A(x) =5 < 0.

d
5. Commencons par calculer d—A(ky) ;
Y



6. Commencons par calculer d—A(yT) :
Y

7. Puisque A est strictement croissante, elle est injective.

8. On commence par montrer que lirf A(z) = +oo:
T—r+00

Pour x > 2", n € N, on a

FIGURE 4 — Fonction f(t) = n et somme de Darboux inférieure.

Donc



Ainsi, lim A(z) > lim Yo i

r—+00 n—-+oo 2

Montrons maintenant que lim A(z) = —oo :
x—07F

lim A(z) = lim (—A (x_l)) = lim (—A(z)) = —o0,

x—07* x—0t z—+00
AY / 1
ol on a posé z = —.
x
Puisque A est continue, le Théoreme de la valeur intermédiaire nous
permet de conclure que pour tout y € R, il existe v € R tel que
Alr) =y.
9. Puisque A : R} — R est injective et surjective, elle est bijective et admet
donc une fonction réciproque A~ : R — R*.

]

La fonction A a donc toutes les propriétés d'un logarithme! On peut en effet
montrer que A(x) = In(z) pour tout z € R*, olt In est le logarithme népérien,
que vous avez dii définir comme l'inverse de I'exponentielle.

L’idée de la preuve est la suivante :

En utilisant la formule pour la dérivée d'une fonction réciproque, on remarque
que A~ satisfait

d
d—A_l(a:) = A" (z) pour tout z € R
T

A7H0) = 1.

(1)

On peut montrer que la seule fonction qui satisfait (1) est 'exponentielle ; on a
donc que A7'(z) = €* pour tout x € R et que A(x) = In(z) pour tout = € R* !



3 Corps de révolution

Le but de cette section est de présenter une des applications du calcul intégral,
a savoir le calcul d’aires et de volumes de corps de révolution. Cette section est
tirée du cours d’intégration de N. Pointet.

Définition 3.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue par morceauz. La
surface de révolution ¥ C R3 obtenue en faisant tourner le graphe de f autour
de l'aze Ox est définie par

Le corps de révolution K C R? obtenu en faisant tourner le graphe de f autour
de l'aze Ox est défini par

FIGURE 5 — Exemple d’un corps de révolution.

Exemple 3.1 (Paradoxe du télescope). On considére la fonction f : [0, +o00[—
R définie par f(x) =

L ot [x+1] dénote la partie entiere de x+1. Soit K le
T
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corps de révolution obtenu en faisant tourner le graphe de f autour de l’axe Ox.

FIGURE 6 — Télescope.

Commencons par calculer le volume de K. Pour chaque n € N, le volume V,
du cylindre {(z,y,z) € K | n <x <n+ 1} est donné par

Le volume total V' est donc

Intéressons-nous maintenant a l’aire de la surface de K.
Pour chaque n € N, Uaire latérale A,, du cylindre {(z,y,z) € K |n <z <n+1}
est donnée par

L’aire totale A de la surface de K est donc donnée par

Le corps de révolution K a un volume fini, mais laire de sa surface est infinie !
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