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SCIPER :

Attendez le début de I’épreuve avant de tourner la page. Ce document est imprimé recto-verso,
il contient 16 pages, les derniéres pouvant étre vides. Ne pas dégrafer.

e Posez votre carte d’étudiant sur la table.
e Aucun document n’est autorisé.
e L’utilisation d’une calculatrice et de tout outil électronique est interdite pendant ’épreuve.
e Pour les questions a choix multiple, on comptera :
+3 points si la réponse est correcte,
0 point s’il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Pour les questions de type vrai-faux, on comptera:
+1 point si la réponse est correcte,
0 point s’il n’y a aucune ou plus d’une réponse inscrite,
—1 point si la réponse est incorrecte.
e Utilisez un stylo & encre noire ou bleu foncé et effacez proprement avec du correcteur blanc
si nécessaire.

e Si une question est erronée, I’enseignant se réserve le droit de ’annuler.
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CATALOGUE
Premiére partie, questions a choix multiple

Pour chaque question marquer la case correspondante & la réponse correcte sans faire de ratures. Il n’y a
qu’'une seule réponse correcte par question.

Question [SCQ-01] : Soit la fonction f: R? — R définie par

4 3

Flay) =4 P2yt 2yt eyt y si(z,y) #(0,0)
’ si (z,y) = (0,0)

Alors :
e o . Of :
B / est différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle B0 est continue en (0,0)
Y

[ ] les dérivées partielles de f en (0,0) existent, mais f n’est pas différentiable en (0,0)
[ ] f est de classe C'(R%,R)

[ ] f est différentiable en (0,0), et la fonction dérivée partielle Z—f est, continue en (0,0)
x

Question [SCQ-02] : La solution y(x) de ’équation différentielle
y" — 2y + 2y = 5cos(z)

qui satisfait la condition initiale y(0) =1 et y'(0) = —2 vérifie :

| RE!
[y

-1 [Jym)=1—¢"
1 [ y(m) =1+e

Question [SCQ-03] : La solution y(x) de I'équation différentielle de Riccati
y = —y?+ 22y —a2?+1

qui satisfait la condition initiale y(0) = 1 vérifie :
3 —
W= [Jy)=0
1
[y =3 (] y(1) = —2

Question [SCQ-04] : Soit la fonction f: R? — R définie par

||y si x#0
x
fzy) =
0 si x=0
i T 2 U af
et soit le vecteur v = (1,1)" € R*. Alors on a pour la dérivée directionnelle v
v
of of
- — 1 —_— frng

[] g% (0,0) =2 L] g—i (0,0) n’existe pas
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Question [SCQ-05] : Soit la fonction f: R® — R définie par

1
f(l'vyaz):1‘2+2I+1}y—|—x2+yz+522_2

Alors f posséde sur R3 :
- un point selle
D deux points selle
D un point de minimum local

D un point de maximum local

Question [SCQ-06] : Soit la fonction f : R? — R définie par f(x,y,z) = sin(z — y + 22) e! 7. Alors son
polynéme de Taylor d’ordre deux autour du point (0,1, 1) est donné par :

M

(Ty,z) =z —(y-D+2-1)-(z-1D)*-2(z-1)+(@y-1)(=-1)
[ pa(z,y,2) =2 —y+22—zz+yz)e
l:l pa(@,y,2) =x —y+ 2>+ yz
[ pe(zy2)=2—(y-1)+2:z-1)—(z-1)>+(y-1)(z—1)

Question [SCQ-07] : Soit la fonction F: R? x R? — R?
F((w1,22), (23, 74)) = (=21 + 23, —272 + 224) T .

et soit f: R? — R? la fonction définie implicitement par f(1,1) = (1,1) et F((z1,22), f(x1,72)) = 0. Alors :
1 0 1 1
W (n20) = (0 1) L] /(@ 22) = (1 1)
0 ) 0
D f(@1,22) = <i%1 ) D fl(z1,22) = <3E]1 )

i) 2272

Question [SCQ-08] : Soit la fonction f: R — R définie par

2

flz) = /j sin(xt)dt .

xT

Alors :
B /(2) = 2sin(8) []7@=0
[ ] 7(2) =3sin(8) [ ] f(2) = 4sin(8) — 2 cos(4)

Question [SCQ-09] : Soit f: R® — R la fonction définie par f(z,y,2) = y + 2. Alors le minimum m et le
maximum M de f sous les contraintes 2 +y? —1=0et x+ 2z — 1 = 0 sont :

-mzl—\/iethl—&—\/i szlethl
szs—\@e 3+V3

szOetM:Q
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Question [SCQ-10] : Soit

D ={(z,y,z2) ER3: 2>0,y>0,2>0,1<z?+y%<2? <4}.
Alors l'intégrale

z
drdydz
/D V8 (@ +y?) + 22

vaut :
.7"'(1*;\/3) D’]‘(’
Dﬂ'(Q—\/g) D%w

Question [SCQ-11] : Soit

D={(x,y) eR*: y>fu, y> 22, y < —fx+ 3},

ou autrement dit, soit D le domaine triangulaire dont les sommets sont (0,0), (2,1) et (—1,2)
Iintégrale

Alors
/ 2z +y dxdy
D
vaut :
% 3
6 6
-2 _2
6 6
Question [SCQ-12] : Soit S C R? la surface définie par S = {(z,y,2) € R®: 2® + y* + 2% = 2}. Alors
Péquation du plan tangent & S au point (1,1,0) est :

.x—i—y— =0

|:| z4+2x+2y—4=0
[Jz=2-1)+2@y-1)

[Jz+y=0
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Question [SCQ-13] : Soient les fonctions g : R? — R* et f : R* — R? définies par

u—+v
_ 22 2 g2
gwo)=| TV et fayet) = CorerE .
u—v z(y+z+t)+ylz+t)+ 2t
u

Alors on a la matrice jacobienne suivante :

8u —2v —2u+ 6v
W) = ( )

3v 3u — 2v
l:’ Jfog(u v) ( 8u — 2v —2u + 61))

2u+6v  3u—2v
D Jfoq (s

8u + 2v
3v 3u — 2'0
l:, Jfoq(us (

8u + 2v 3v )

v)
v)
2u+6v  3u—2v

Question [SCQ-14] : Soit

Alors :

B = —cos(1) +sin(1) [ ]1=sin(y+2)
[ ]1=cos(1)+sin(1) [J1=1
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Deuxiéme partie, questions du type Vrai ou Faux

Pour chaque question, marquer (sans faire de ratures) la case VRALI si I'affirmation est toujours vraie ou
la case FAUX si elle n’est pas toujours vraie (c’est-a-dire, si elle est parfois fausse).

Question [TF-01] : L’ensemble Q = {(z,y) € R*: 2 > 0} est ferme.
B vral [ ] FAUX

Question [TF-02] : Soit D = {(z,y) € R*: max {|z|, |y|} <1} et soit ((zx,yr));>, une suite d’éléments
de D. Alors, il existe une sous-suite (xkj)po de la suite des coordonnées (ry),~, qui converge vers un
élément de [—1,1]. B

B vral [ ] FAUX

Question [TF-03] : Soit f: R™ — R une fonction qui est continue en tout point de R™. Alors la restriction
de f & un sous-ensemble non-vide, ouvert et borné de R™ est une fonction bornée.

B VRAI [ ] FAUX

Question [TF-04] : Soit D =R?\ {(0,0)} et f: D — R une fonction continue. Si quelque soit a, 3 € R et

quelque soit p € ]0, +oo[ on a tli%1+ f(at, Bt?) = 0, alors (z,y%iin(o,o) flz,y) =0.

[ ] VRAI B raux

Question [TF-05] : L’ensemble {(z,y) € R?: |z + |y| > 1,2% +y? < 1} est connexe par arcs.
B VRAI [ ] FAUX

Question [TF-06] : Soit f: R® — R une fonction qui est différentiable en tout point de R™. Alors tout
point p € R™ tel que grad f(p) # 0 est un point-selle de f.

[ ] VRAI B raux

Question [TF-07] : Soit f: R? - R, (z,y) — f(z,y), une fonction de classe C*(R? R). Alors en tout
point p € R?
o’f Of
p) = OF
Oxdydx 0x0x0y

B VRAI [ ] FAUX

Question [TF-08] : Soit f: R? — R une fonction de classe C'(R? R). Alors le probléme de Cauchy
vy = f(x,y), y(0) = 0, admet une solution qui est définie sur l'intervalle |—oo, +00[.

[ ] VRAI B raux
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Troiséme partie, questions de type ouvert

Répondre dans 'espace dédié. Vos réponses doivent étre soigneusement justifiées et toutes les étapes de
votre raisonnement doivent y figurer. Utiliser un stylo & encre noir ou bleu foncé.

Laisser libres les cases a cocher: elles sont réservées au correcteur.

Tourner les pages ! Cette section contient 3 questions & 12, 10 et 8 points !

Question 23: Cette question est notée sur 12 points.

I:'u |:|1 |:|2 |:|3 |:|4 |:|5 |:|s |:|7 |:|s |:|9 |:|10 |:|11 .12 Réservé au correcteur

Soit
D={(z,y) eR*: 2> +¢y* >2, (x+1)*+ (y+1)> <8}.
Trouver, en justifiant en détail la démarche, 'image de la fonction f: D — R définie par
f(z,y) = |a] =y,

c’est-a-dire déterminer I'ensemble I = {z € R: I (z,y) € D tel que z = f(x,y)}.
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Question 24: Cette question est notée sur 10 points.

Soit I'équation différentielle pour une fonction y(z) & valeurs dans R :

y=y(l-y).
(a) Trouver pour tout yo € R la solution maximale pour la condition initiale y(0) = yo.

(b) Existent-t-ils d’autres solutions que celles trouvées sous (a) 7 Justifier votre réponse.
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Question 25: Cette question est notée sur 8 points.

Démontrer soigneusement, en contrélant les hypothéses de tout théoréme utilisé, la version suivante du

théoréme du “smiley vert” :

Théoréme. Soit D C R? un ensemble ouvert non-vide, et soit f: D — R, (z,y) — f(x,y), une fonction
telle que les dérivées partielles %(p) et g—g(p) existent en tout point p € D. Alors, si les deux fonctions %

et %5 sont continues en un point pg = (zg,y0) € D, la fonction f est différentiable en py.
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