V. Mouvements dans |'espace

Le sujet de ce jour nous raméne a la géométrie vectorielle avec la définition de mouvements
dans I'espace puis de forme bilinéaire. Nous retrouverons le produit vectoriel que nous connaissons
déja et découvrirons une de ses propriétés remarquables.

Nous terminerons le cours avec la notion de polaire, dont nous aurons besoin la semaine prochaine

pour étudier un type de transformations du plan inhabituelles : les inversions.

1 Mouvements dans ’espace

Vous avez étudié les isométries du plan en détail, puis celles de 'espace. L’idée de 1’étude
des "mouvements" est que les isométries directes peuvent s’interpréter comme des déformations
continues de ’espace. Par exemple, pour effectuer une translation horizontale de 30 centimétres,
disons d'un crayon, nous pouvons le soulever et le déplacer contintiment pour I’amener a la position
désirée. Nous faisons cette étude de mouvement dans R? & cause de nos motivations, mais pourrions

tout aussi bien remplacer 'espace par R™ pour tout n > 1.

Définition 1.1. Une fonction réelle f : R — R3 est déterminée par ses trois coordonnées fi, fa, f3
telles que f1, fo, f3 : R — R. Une telle fonction est continue si ses fonctions de coordonnées fi, fo

et f3 sont des fonctions réelles continues.

3
o 0,1 = cosl
Exemple 1.2. La fonction f(t) = (cost;sint;t) est Combinue o p = 8 )
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Définition 1.3. Un mouvement est une famille d’isométries g; de R? telle que, pour ¢ € [0, 1],
x e N3

a) go est l'identité;

b) pour tout x € R3, la fonction f : [0,1] — R3 avec ¢t — g;(z) est continue.

Exemple 1.4. Translation continue. Soit v = (v1, v2, v3) un point de R? et posons
gi(z) =z +tv, Vt € [0, 1].

Alors goz) = X + OV = X .
Et pour € R? fixé, Q‘, [0',4_]——% 2
E o X+ Cbv

€ CS\' (pmb{vw«.t ‘owf_\,a[uuc
Q(. = ><L 4 &\/L ) (-,'—‘47’2',3 *

e{— s}{ esh wm\«'w

Concentrons-nous a présent sur les mouvements de ’espace décris en termes vectoriels.
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Exemple 1.5. Soient @ et ' deux vecteurs non colinéaires et de méme norme de V(R3) et soient
— -
les fléches OU et OV dans R?, d’origine O, qui représentent les vecteurs 4 et v.

Nous aimerions construire un mouvement qui améne  sur ¥. Comment faire ?

Soit @ = CZ; un vecteur non nul perpendiculaire a u et a U et soit ¢ I'angle entre @ et .

Posons, pour tout 0 <t <1, gi(x) = 'Pb ( X) O\:, -l;q) 6.8" [\a,v\,s\,e, vwéa)o\e,
f eee 0 ebp de ln roblion

" oe ON?)
%O(X\ = X 0,\— fow X C\'xé ) A
U [O) A—] — \'R3
tE — ‘Ph(,(x>

- ) > — -
5 W > & o 2, = €, A ey

. é?% Ré(bj/(‘rwe.wb (;, l& &-Wf
@ci/i Auircr&,e {5 = (Zl b) z7/} Z>e>)
‘Pa 'mole-cz, E de, ﬁ e.\,"

cos (£9)  ~stn[bg) 'O
12(; = [ Siw (l"'(’) ws[l:ce) ©
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(o)

) X/ X, oos(l'tp - xzsw(*%’)
Alhbl ) %&x) =~ Rh? = (. sm(h(}\ 4_x2u>s(%cf)

Proposition 1.6. X

Les isométries g; qui constituent un mouvement sont directes, c’est-a-dire, préservent [’orientation.

Démonstration. Fixons un repére (O, €7, 63, ¢3) de R? et suivons les vecteurs de base pendant le
mouvement ¢;. Pour fixer les idées, supposons que le vecteur €3 se trouve dans le demi-espace
supérieur délimité par le plan < €3, €5 >, c’est-a-dire celui dans lequel on wvisse un tire-bouchon en

amenant e sur e,. Le raisonnement est le méme dans le cas contraire.
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Ainsi |, ¥ ricbion fo bases (4.(2,), 9,(52), 3(8)) esk prservic.
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Exemple 1.7. Si @ = OU et ¥ = OV sont deux vecteurs de V(R®) de méme norme et @ = OW
un vecteur orthogonal a 4 et a ¥, alors il existe un mouvement g; tel que ¢, (@) = ¥, g1(¥) = @ et
par suite, ¢; (W) = —. 2 7
R sk WV WO W
e
2 Forme bilinéaire R

Définition 2.1. Soient U,V et W trois K-espaces vectoriels et o : U x V' — W une application.
On dit que « est bilinéaire si a(u,—) : V — W et a(—,v) : U — W sont linéaires pour tout u € U

et tout v € V. Iruué U est fixe ceV Foxe K&—m\ cod: \/K — WK

Exemple 2.2. Soit A = <a

b . .
> une matrice & coefficients réels. ol .g,(gﬂ— Gnéoe &
c

ok (wr v) = Ala)+ ot(v)

o b\ (44 & (xw) = Aa(w)
Ainsi, a(X;Y) = XTAY = (%, x.,)(c J (%L\ =
(axitex,  brirdx,) (‘143 = OXU, +CXa 8, A DR 4 drey,

et a(X;rY +s2)= & X, (rtaﬁs%,,) + sz(rlz4+ 524)1, ble(r%z,‘_s%z)_{,é‘_x?’(rt&z.(.ﬁz')
= e (XU, £ CXa g, A b+ by )r S(0X 2, 40X 2 A BRZ, 4 AR, )=
De meme, a(rX +sv;2) = T o&(X,2) + S « (Y %) T ral®iv) # st (%;2)

Cette application est bilinéaire. On dit que c’est une forme bilinéaire de V(R?).

Soit a : V(R?) x V(R?) — R définie par a(X;Y) = XTAY

Exemple 2.3. Le produit vectoriel A : V(R?) x V(R?) — V(R?) est une forme bilinéajre, ,

- = o - b =
Eneffet,onabienﬁ/\(a,\f-]— b V\}): (/Z,l&a\,\_/9 + ;Abw = & WAV +Lb~/\'w
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Le théoréeme du jour affirme que la seule application bilinéaire de ’espace qui est invariante
par tous les mouvements est le produit vectoriel.
Ce résultat est essentiel en physique pour aborder les mouvements des astres en cosmologie car

le moment cinétique L=RAPou R est le vecteur position et Pla quantité de mouvement mu.

Théoréme 2.4. Soit j : V(R3) x V(R?) — V(R3) une application telle que
a) j est bilinéaire ;
j(gt( i), g:(V)) = g: (j (U, V) pour tous les vecteurs i, v et tout mouvement gy.

Alors il existe un nombre réel X tel que j(i, V) = A\(d A V).

Si o &S(‘ I Ineasce
o ) ) de VoW )
Démonstration. Observons d’abord que par bilinéarité j(u,0) = 0 et 5(0,v) = 0. ok ( 0 ) _ Ow
v) =
Nous supposons que les vecteurs « et ¢ sont non nuls dés maintenant.
Commengons par montrer que W = j(u, ¥) est toujours orthogonal aux deux vecteurs @ et v.

Considérons le mouvement g; correspondant a la rotation d’angle 7 aytour d’un axe perpendiculaire

au plan (4, ¥) que vous décrirez en exercice.

SN >
Alors, ¢i1(d) = = et g1(¥)= -V l(/\ b
2 tove

De plus, si j(u,v) =71+ k avec i normal & @ et ¥ et k €< Uy >, alors par bilinéarité,
-
- = = y(¥, ) = JlET) =W
D’autre part, par invariance par rapport au mouvement g;, on a - = 7
. Y = @ R I - ) n - ‘?Q
icn=n- ) (4,07 9.0) 2 9 (j&,0) =
= s> @ 3 (& "’)_Lél-: vy
Par conséquent, é(_-’ -V) = VL-l-g( = YL‘PL = 6 )V _;
(*) (%) &S 3("“‘; v ) =M

Montrons maintenant que j(u,v) = —j(¥, ).

- -5
b, P
Le deuxiéme mouvement h; que vous décrirez en exercice échange deux vectem¥ @ e m Your
‘-:3-—- ~- s -
norme et renverse les vecteurs 77 qui leur sont perpendiculaires. -W J 3

Ainsi, hl(ﬁ)::l? et hy (V) = W ®etpar suite,

. e > R,
r— (@) 5 D) R B (3(249) = (i) =% == 3 (%57
Remarquons en particulier que j(@, @) = 0. (C_M A(R,a = 'A(a)a) =0

Choisissons maintenant une base orthonormée B = (€3, €3, €3) de V(R?).
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Nous savons que j(€;,€;) = \;j€x pour 1 <i#j<3etk+#i,j puisque le vecteur obtenu est

orthogonal & ¢; et a €. De plus \j; = —\jit bbservons encore que

= 3(24 )23+?3) (e +€3)‘)Q-f ( Z: ] C ,>+ 8 24/ >> z,"" CS>
Ax.s\nb :

~ -
A (o]
= >‘4z + >‘43
d’ott A = A5 = —)\13. De méme Ay3 = Aj5. Nous en déduisons donc par bilinéarité que
T Y1 5
J ) ; Y2 (X 61{- X 624-)(5&3) "5 +‘1‘L z+';]3cg
T3 Y3
. - - E e (C e )
)(4%4'3(64‘,&4 4-)(4\62_- é 4)CZ§+X%3 akeﬂ 3>+X2L3" 2j &) ¥
\—’—ﬁ"\J
= 6) Al 3 - >\€’2 —X Q‘S
Xz‘g - X349,
X 5 -y
>\ 3'34 xq (33 O
)(4 (31 = ™ 34
Pour terminer, nous devons encore montrer que le produit vectoriel vérifie les deux conditions
imposées, c’est-a-dire la bilinéarité et 'invariance par mouvements.
La bilinéarité se vérifie facilement. Le théoréme qui suit affirme l'invariance par mouvements.
Théoréme 2.5. Le produit vectoriel est invariant par mouvement : pour tous les vecteurs u,v et
tout mouvement gy, on a g¢() A g(V) = g,(d A V)
Démonstration. 11 suffit de montrer que I'égalité est vraie pour toute isométrie directe g puisque
la proposition 1.6 de la section précédente nous assure que g; est directe pour tout ¢.
Nous pouvons aussi supposer que g fixe l'origine puisqu’'une translation n’affecte pas les vecteurs
et que le produit vectoriel se calcule précisément sur des vecteurs.
Nous sommes ainsi ramenés au cas ou 'isométrie est une o\‘o} ow,
Au début de ce module, nous avons vu que le produit vectoriel @ A ¥ est un vecteur
L ¢ 2 e\' >
de direction bt'“’\o bv\axe, w N - 5
- -
~ w.v. WA V> > O
de sens ?osﬂ\r{g- ¢ esk - A’““— M ( V) - . S
S
de norme O”(Uo, v | n - Siw of ou [ caL \au.ah on qu

Ainsi, pour toute rotation g,, ¢(@) A g(v) = g(u A V). O
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3 La polaire

On se donne un cercle I', de centre C' = («; ) et de rayon r, et un point P = (a;b) du plan.

Le théoréme du produit constant nous dit que le produit
PA - PB e dipend pus di droix
de la droite pecss ank f”‘[ﬁ)' .
\fec\vwdhwwk ;EA_' = TR
?A PR = - \PAlL EE Coﬁio

Définition 3.1. On appelle puissance du point P relativement au cercle T' le produit scalaire
—
p(P;T) = PA - PB.
Proposition 3.2. Soit I un cercle de centre C = (a; 8) et P = (a;b) un point du plan. Alors

= ICPI ~ 1= (=)’ + (b~ B —+* = |IPTI,
TR
ou T désigne le point de contact d’une tangente au cer(c:le ljsassant par P. La derniére égalité n’est

valide que si P est extérieur au cercle.

Démonstration.

La premiére et la deuxiéme égalités sont obtenues  em caloedauk
f PuLs&am% avee O &roitc PC (fwu c.our.n.'_\"
en A & B | 1
.ﬂ)QhPAI PR
(“C?HA-r><HCPH o)

=

= \\CP\\ -

Jo decasice € &‘h soblient e elodent F(? '_‘> o Pa,ul:_
A bwe des )raw%cmtes 2 T issue de T ('P "“) \ PT“
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Définition 3.3. Soit I' un cercle de centre C' et de rayon r et P un point du plan distinct de C.

La polaire de P relativement a I' est le lieu géométrique des points M vérifiant la relation
-
— -
CP-CM =12 C—P-(b /6>A'a‘ ( )

Si le cercle est donné par son équation canonique cartésienne comme ci-dessus et P = (a;b),

alors I’équation des points (z;y) de la p,qlalre_g de P relativement a I" est
CP-CM
5

—~———
p i (a—a)@—a)+(b—B)y—B) —r*=0.

C’est la méme équation que celle de la tangente en un point du cercle! On en déduit deux informa-
tions. La premiére, c’est que la polaire est une droite, la seconde que la notion de polaire généralise

celle de tangente.

Proposition 3.4.
La polaire d’un point P relativement a un cercle I' est une droite perpendiculaire au diametre de

I' passant par P.

Démonstration. Soit M un point de la polaire et 77 un vecteur normal a la droite C'P, M

Si N est un pomt obtenu comme ON OM +)\n on a N
00 ) 2 .G+ P AR = (i) ?
CP~CN :C,F‘<CM+7:_; VEO_:‘ |/ 0

Exemple 3.5. Lorsque le point P est a l'extérieur du cercle, considérons les points de tangence

S et T des tangentes au cercle passant par P.

~ - I\EE\] _ [
LepAT-Nes |l T =

La polaire est donc la droite passant par S et T
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Si P est a l'intérieur du cercle, nous utilisons le théoréme suivant pour construire sa polaire.

Théoréme 3.6. de réciprocité. Soient p et q les polaires de deux points P et Q) relativement au
méme cercle. Alors P € q si et seulement si () € p.

Démonstration. Si P appartient a la polaire de @) alors
C@ . CTF% =72 qui est équivalent a C’*}% . C@ =72

Donc @) appartient a la polaire de P. O




