Cours Euler — 2e Corrigé 32 2024-2025

Exercice 1.

Ly
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a) La projection orthogonale sur Oz du vecteur @ = <1> est le vecteur b = <O> Ainsi, cos(a) = 7\5 1= 2

et donc a0 = 45°.
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b) La projection orthogonale sur Ozy du vecteur @ = | 1 | est le vecteur b = [ 1 |. Ainsi, cos(a) = ———= =
1 0 YERRYD)

V6

— et donc o = 35.26°. On aurait pu s’attendre a obtenir le méme résultat qu’en a), mais le calcul montre que

cette intuition est mal inspirée : un petit croquis en perspective cavaliére devrait rétablir la bonne intuition.
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Exercice 2. Ona [3]e|xz| =2843x+8y=0et [ 20 ]| o | x| = —35+ 20z + 9y = 0. En résolvant le
8 Y 9 Y
7
systéme formé de ces deux équations, on a = 4 et y = —5. Ainsi, les coordonnées de w0 sont | 4
-5

Exercice 3. Rappel : L’équation — dite réduite — d’une droite peut s’écrire y = maz + b ott m est la pente et b

l’ordonnée & l'origine. La pente s’obtient facilement du vecteur directeur v = ( Az) en considérant m = %.
a) La pente vaut m = —%, et donc on a 4 = —% -3+b < b =29 et donc 'équation est y = —gx +9, en

multipliant par 3 on obtient 5z + 3y — 27 = 0.
b) Le vecteur directeur vaut d = (i 5=
20 —y—2=0.
c) Il n’y a pas besoin de chercher le vecteur directeur car m = 0. Ainsi, on calcule I'ordonnée & 1’origine
3=0-(=5)4+b < b= 3 et une équation cartésienne est y —3 = 0.

>ainsim 4-920=214b < b= —2etdoncy = 2z —2, c’est-a-dire

d) Utilisons le vecteur normal 7 = (é) de la droite cherchée, ainsi que le point A = (4;7) : par le cours, on

obtient 1 -2 +0-y=1-4+0-7 et une équation cartésienne est x — 4 = 0.

Exercice 4.

a) Il s’agit de résoudre le systéme
2 +3y +4 = 0
-z -3y 41 = 0
En soustrayant deux fois la premiére équation de la deuxiéme on obtient 2=0 et donc le systéme est impossible,
ce qui signifie que les droites n’ont pas d’intersection, autrement dit elles sont paralléles.
b) Commengons par chercher 'équation cartésienne de la deuxiéme droite. Onaz =1—2 et y = -2+ A, en
substituant A = y + 2 dans la premiére équation, on obtient x = 1 —2(y 4+ 2) < x + 2y + 3 = 0. Il s’agit
donc deux fois de la méme droite et I'intersection est la droite elle-méme : {(x;y) € R? | z + 2y + 3 = 0}.

c) La résolution du systéme

2z +3y +1 = 0
2 -3y +1 = 0
donne x = —% et y = 0, les droites s’intersectent donc au point (—%; 0).

d) Les équation cartésienne de ces droites sont —2x + 3y — 1 = 0 et 3z + 4y — 15 = 0. La résolution du systéme

-2z +3y -1 = 0
3r +4y —-15 = 0
donne x = % ety = i’—g, les droites s’intersectent donc au point (%; i’—?)



Exercice 5.

a) Avec Map et M ¢ les points milieux de [AB] et [AC] respectivement, des équations paramétriques vectorielles
sont par exemple

_  —

(mp): AX = AB+ X-BMac et (me):AX = AC+pu-CMap  (avec A,y € R).

b) Comme BMac = —AB + 3 AC, on obtient (mp) : AX = (1- )\)A—B> +3- AC et de la méme maniére,
C’MAB:fA—C)Jr%'A—B)donne (mc):ﬁ:(lfu)A_C’}Jr%-A_é.

c) En soustrayant (m¢) a (mpg), on trouve
0=(1-A—%)-AB+ (5 -1+pu) - AC
Comme AB et AC sont linéairement indépendants, ona 1 — A — & =0 et % — 14 p =0, soit le systéme

220+p=2
A4+2u =2

dont la solution est A = pu = % Le point d’intersection des médianes issues de B et C' est aux % de celles-ci
depuis leur sommet respectif. Par permutation circulaire des sommets, on déduit que la médiane issue de
C intersecte la médiane issue de A au méme point : on retrouve le résultat de 1*° année, & savoir que les
médianes s’intersectent aux % de celles-ci depuis les sommets, en un point appelé le barycentre du triangle.

Exercice 6. On utilise essentiellement le rappel de ’'Exercice 3.

a) La pente vaut m = —1/3.
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c) Une droite verticale a une pente indéterminée (ou par abus : 400, voire —oo!).

b) Un vecteur directeur de cette droite est d = <_5 B 7) = <_12) et donc la pente est m = _im =—

d) Cette droite est donc horizontale et sa pente vaut m = 0.

e) On peut écrire cette droite y = z et donc sa pente vaut m = 1.

. N 1 - 1 .
Exercice 7. On note 7y = <7Ht— ) et np = <5t4—’t_ > des vecteurs normaux respectifs de g et h.

a) Les droites sont paralléles si et seulement si 7, et 7, sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si
det(Tg; mp) =0
(t+1)4t—(5t+1)t=0 qui donne t(—t+3)=0
dont les solutions sont t = 0 et t = 3. Ces deux valeurs sont les seules pour lesquelles g et h sont paralléles.

b) Pour que les droites soient confondues, il faut qu’elles soient paralléles, c’est-a-dire qu’il faut que ¢ = 0 ou
t = 3 par le point précéndent.

e Sit =0, les équations (g) : z = % et (h) : © = 0 décrivent deux droites verticales non confondues.

e Sit =3, les équations (g) : 4z + 3y + 2 = 0 et (k) : 16z + 12y + 3 = 0 sont équivalentes (car 4 - (g) = (h)),
et décrivent donc la méme droite.

La seule valeur de t qui donne des droites confondues est t = 3.
c) Les droites sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux, c’est-a-dire

lorsque 7, e ), =0 :

(t+1)(5t+1)+4t>=0  quidonne  (3t+1)*=0

dont la solution ¢t = —% est la seule valeur pour laquelle les droites sont perpendiculaires.
qen
Exercice 8. L’angle « entre les deux vecteur satisfait la relation cos(a) = W Un angle dans le cercle
ul| - || v

trigonomeétrique (mesuré depuis 'axe Ox) est aigu si et seulement s’il se trouve entiérement dans les premier ou
quatriéme quadrants autrement dit si son cosinus est strictement positif.

Exercice 9. Nommons c la droite d’équation —2x +y = 11, et d la droite d’équation 2z —y = —1. Remarquons
tout d’abord que les deux droites ¢ et d sont paralléles car leurs vecteurs normaux sont colinéaires, si bien que



ces deux droites supportent des cotés opposés du rectangle. Calculons les coordonnées des points d’intersection
de la diagonale avec les droites ¢ et d. Il s’agit de résoudre les systémes

-2z +y = 11 ot 2 —y = -1
y = 3 y = 3
La solution du premier est z = —4, y = 3, ce qui donne un sommet A = (—4; 3), et la solution du deuxiéme donne

un sommet C' = (1;3). Trouvons & présent une équation cartésienne de la droite perpendiculaire & la droite ¢ et
. . _ N 1 . .
passant par le point A. Pour cela, on considére le vecteur normal m = —n, = (2), perpendiculaire au vecteur
normal 7 de c. Ainsi, on obtient
lox4+2-y=1-(-4)+2-3 <= z+2y—2=0

comme équation cartésienne de la droite perpendiculaire a la droite ¢ et passant par le point A ; nommons cette
droite e. On applique le méme raisonnement pour trouver une équation cartésienne de la droite perpendiculaire
a la droite d et passant par le point C'; on trouve

r+2y—7=0

et on nomme cette droite f. Pour trouver les deux sommets restants du rectangle, on calcule les intersection des
droites ¢ et f ainsi que des droites d et e. On trouve respectivement les points D = (—3;5) et B = (0;1).

Remarque. On aurait pu s’ép@er les calculs de e et f et leurs intersection respectives avec d et ¢ en exploitant
la projections orthogonale de AC sur le vecteur normal 7 de ¢ (comme a I’Exercice 11 plus loin). Par exemple,

OB = OA + projﬁ»(ﬁwé) et OD =0C + projﬁ»(éz)

Exercice 10.

a) oty 2 by 7=y O G G o vty By
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Exercice 11. Nommons les points P = (0;5) et Q = (5;4) ainsi que les droites d’équations (¢) : 3z +4y+5=10
et (d) :3y+1=0. Par la formule de la distance, on a

0+4- 2 - 441 1
:\3 0+ 5+5\:é:5 ot 6(Q;d):‘0 5+3 +|:§

V9416 ) vO+9 3

Pour le deuxiéme calcul, vu que la droite d est horizontale, il suffit de soustraire ’ordonnée a ’origine de la droite
a la coordonnée y du point Q, ainsi §(Q;d) =4 — (-1/3) =4+ 1/3 =13/3.

d(P;c)

Exercice 12. Commencons par trouver la valeur de a. Puisque les droites données ne sont pas paralléles,
elles supportent des cotés perpendiculaires du rectangle. Un vecteur normal de la 1*° droite, appelons-la d;, est
3 . . . 4 . .

n = <2> doit étre perpendiculaire au vecteur normal ny = (a) de la 2° droite dy : I'équation n; e ny = 0
donne a = 6. On peut ensuite vérifier ensuite que les coordonnées de A ne satisfont aucune des deux équations,
c’est-a-dire que A n’est sur aucune des deux droites.

Pour trouver laire, il suffit donc de multiplier les distances de A & chacune des droites données (ces distance
correspondent aux longueurs de deux cotés adjacents) :

|3-(-2)—2-1-5] 13
V3Z+(-22? Vi3

L’aire du rectangle vaut \}—% . % = 6.

4. (=2)+6-1+14 12
V42 + 62 - 2V13

(5(A,d1) = et (5(A,d2) =

Exercice 13. Méthode longue. Commengons par trouver les équations cartésiennes des droites supportant
les cotés du triangle AABC. Par des calculs identiques & ceux proposés au cours, on trouve que I’équation de la
droite supportant le coté [AB] est d : © — 2y = —2, celle supportant le coté [BC] est e : & — by = —11 et celle
supportant le coté [CA] est f : © —y = —3. Pour s’y retrouver, voir la figure ci-dessous. Nous avons maintenant
besoin des équations cartésiennes des hauteurs, c’est-a-dire des droites perpendiculaires aux droites d, e et f et



passant respectivement par les sommets C, A et B du triangle. En utilisant les vecteurs directeurs de d, e et f
comme vecteurs normaux des hauteurs, on trouve les équations respectives

(d): 204+y=0, (): bz+y=-21 et (f): z+y="7

Calculons les intersections des paires de droites (d;d’'), (e;¢’) et (f; f') afin d’obtenir les coordonnées des pieds
C', A’ et B’ des hauteurs du triangle. Il faut résoudre les trois systémes suivants :

r—2y = -2 r—5y = —11 ot T—y=-3
Sr+y = —-21 r+y=7
dont les solutions sont respectivement C’ = (—2/5;4/5), A’ = (=58/13;17/13) et B’ = (2;5).
L’orthocentre est 'intersection des hauteurs du triangle, il s’agit donc de résoudre le systéme formé des 3 équations
cartésiennes des hauteurs (une équation est redondante) :

20 4+1y =0
S5r+y = —21
r+y=17

on trouve H = (—7;14) — qui est hors de la figure ci-dessous!
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Meéthode courte. Les pieds A’, B’, C’' des hauteurs peuvent se trouver directement avec les projections ortho-
gonales, par exemple :

OA" = OB + projze(BA) = (g) =t (_‘i’) — < 1‘?%?) ot A’ = (=58/13;17/13),
L 3\ (2 ,

OB" = OC + proj=%(CB) = < 9 ) —1- <_3> = <5> et B’ = (2;5),

— R AN —9 ,

OC' = OA + proj3(AC) = <_1> o (i) - < 4/55> ot O = (—2/5:4/5).

Pour trouver les coordonnées de l'orthocentre H = (z;y), les conditions AH eBC =0 et BH e AC = 0 (des
droites de vecteurs normaux BC et AC et passant A et B respectivement) donnent le systéme linéaire de deux
équations & deux inconnues

{ —Sr—y=21

3z + 3y =21
dont on déduit H = (—7;14).

Exercice 14.
a) Pour trouver tous les points B, on peut choisir [AD] ou [DC] comme une des bases du trapéze :




[ I[N
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b) Avec par exemple AC' = 5), on calcule OB = OA + projsa(AC) = <_1> + 2. (1) = (1/2>, donc
B = (15/2;1/2).

Exercice 15.

a) Le point M est situé sur la droite y = z, ses coordonnées sont donc M = (m;m).

b) Les coordonnées du point H sont (m;1) et celles du point K sont (—1;m).

¢) Trouvons les coordonnées du centre du cercle I et montrons que tous les points données sont a égale distance

de ce point. Remarquons que AHMK est un rectangle (au besoin, il suffit de vérifier que AHMK est un
parallélogramme dont un des angles est droit) :

AHe ARk = (Mt e O VYoo o EM=("T'\-aH
0 m—1 0

Ainsi le point I se trouve a l'intersection des diagonales de ce rectangle, par exemple au milieu du segment
[HK] : I = (3(m —1);3(m+1)). Les points H et K se trouvent donc & une distance r := J|HK| =
L/(=m =12+ (m-1)2= gvnﬂ + 1 du point I. Déterminons les distances & I des points O, A et M :
|07 = 5 /Tm = 17+ (m+ 1P =15

A7) = 5/ F DFF (= 1 =

||]\7.ﬂ\ = %\/(—m —1)2+ (—m+1)2 = r. Ainsi ces points se trouvent bien sur le cercle de centre I.

d) Les vecteurs OI et HK sont perpendiculaires
Ol o AR = (EZ+B@ . (((nll - ;’;)/22) - i((m C(=m =1+ (m+1)m—1)) =0

ce qui montre que les droites supports de ces vecteurs le sont aussi.



