IV. Les sections coniques

La semaine passée, nous avons étudié les coniques par leur définition focale et /ou bifocale. Nous
avons trouvé les expressions des équations du second degré qui les caractérisent.
Aujourd’hui, nous allons comprendre pourquoi ces courbes s’appellent coniques, puis apprendre

des techniques qui permettent de trouver leurs caractéristiques a partir de leur équation.

1 Sections coniques

C’est probablement & Apollonius, né a Perga (en Turquie actuellement) vers —262 et décédé vers
—190, que l'on doit la premiére étude des coniques en tant que telles (sections planes d’un cone).
C’est lui qui donna a l'ellipse, a la parabole et a I’hyperbole les noms que nous leur connaissons,
méme si ce n’est qu’a travers des écrits de Pappus (4éme siécle) que les géométres de la Renaissance
déduisirent les découvertes d’Apollonius. On lui attribue 'hypothése des orbites excentriques pour

expliquer le mouvement apparent des planétes et la variation de vitesse de la Lune!

Par un cone, on entend ici un cone de révolution formé par la rotation d’une droite autour d’un
axe qu’elle coupe en un point. Sans restreindre la généralité, on supposera que ce point est 1'origine

et que 'axe de rotation est l’axe Oz. En d’autres termes, nous étudierons les cones donnés par
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ol r > 0 est un nombre fixé qui indique le rayon du cercle situé dans le plan z = 1.

Le paramétre h indique la hauteur et ¢ 'angle formé dans le plan horizontal.
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Notre but est de comprendre comment un plan quelconque coupe un tel cone. Lorsque le plan
est horizontal I'intersection est visiblement un cercle ou éventuellement un point, mais que se passe-
t-il en général 7 Nous suivrons la méthode du mathématicien belge Germinal Pierre Dandelin, né

le 12 avril 1794 au Bourget, France, décédé le 15 février 1847 & Bruxelles.
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Coupe du plan Oyz du cone renversé "sur son sommet" et coupé par le plan .
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Théoréme 1.1. L’intersection d’un cone et d’un plan est soit une ellipse, soit une parabole, soit

une hyperbole.

Démonstration. Considérons les points, droites et plans suivants :
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Exemple 1.2. Lorsque 'angle /3 entre le plan p et la verticale vaut exactement «, alors e = 1 et
la conique est une parabole.

Lorsque B < «, on obtient une hyperbole car e > 1 et si 5 > «a, on a une ellipse.
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parallel to side of cone.

Circle and Ellipse Hyperbolas
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2 L’équation générale d’une conique

Nous avons déduit de la définition d’une conique (par foyer et directrice) que 1'équation générale

d’une telle courbe est donnée par une équation du second degré de la forme
az® + 2bzy + cy® + 2dx + 2ey + f = 0.

Comment reconnaitre la conique décrite par une telle formule et comment trouver ses foyers ?
Nous allons faire un changement de variables pour éliminer le terme en zy. Autrement dit, puisque
nous savons que cette équation décrit une conique, nous allons déterminer son axe de symétrie afin

de remplacer le repére R = (O, €1, €3) par un autre repére orthonormé R* = (O, i, fé) dans lequel
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I’équation se simplifie. Comme ﬁ est de longueur 1, il a la forme

Sin b .
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uelle est la relation entre les inconnues z,y de la base canonique B et les inconnues (u, v) de

la nouvelle base B*? Les coordonnées (u,v) sont obtenues par un simple changement de base :
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Remplagons 'expression de x = ucost — vsint et y = usint + vcost dans 1’'équation de la
conique et voyons comment éliminer le double produit. Dans la pratique, il faudra tenir compte de

tous les coefficients, mais ici, concentrons-nous sur la partie quadratique ax? + 2bxy + cy?.

Il vient a(ucost —vsint)? + 2b(ucost — vsint)(usint + vcost) + c(usint + v cost)?.

La partie en uv vaut —2a c_o.s{: S\'WE + ‘Z‘:(Co&zl: —-Sim?‘ '13) + QC, 5(V\L QO.SJC
2.¢ smb sk 4 2b cos® b — 2acost st - 2bstnt,

—_—

= 2cost(csint + beost) — 2sin t(acost+bsint). (*)
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Proposition 2.1. Si fl est un vecteur propre de norme 1 de la matrice A, le changement de

variable x = wcost —vsint et y = usint + vcost rend l’équation quadratique de la forme
a'u? + v+ 2d'u+ 2¢'v + f = 0.

Remarque 2.2. En effectuant le changement de variable les valeurs des coefficients a’ et ¢ sont
les suivants :

a' = acos’t + 2bcostsint + csin®t et ¢ = asin®t — 2bcostsint + ccos’t.

Exemple 2.3. On considére la conique d’équation 322 +2xy + 3y* — 32y + 92 = 0. (*)
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En fait, les nouveaux coefficients a’ et ¢ sont les deux valeurs propres de la matrice A! Pour

]

continuer, il ne reste plus qu’a effectuer une translation afin d’éliminer les termes en u et v. Ceci

se fait comme d’habitude en complétant les carrés.

Exemple 2.4. On considére la conique d’équation 322 + 2zy + 3y* — 32y + 92 = 0.

2 2 2 2
Aprés le changement de variable x = UT + v% ety = —u\/T_ + U%, on arrive a

2u? + 402 + 16V2u — 16V20 + 92 = 0.
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Complétons les carrés : 2 ( U\:L 4 8\]_7—W+32> -+ Li (VZ“ L’\er + & ) + 52: éL} -I-SZ
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Par conséquent, en effectuant le changement de variables X = u+4v/2 et Y = v —21/2, on obtient

Y
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Comment déterminer quelle type de conique se cache derriére une équation générale ?

est le nombre A = b2 —ae. = — det ()il) .

Théoréme 2.6. La conique d’équation ax® + 2bxy~+ cy? + 2dx + 2ey + f = 0 est une ellipse si son

Définition 2.5. Le discriminant de la coziquebd’équation ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f =0

discriminant A < 0, une parabole si A = 0 et une hyperbole si A > 0.

Démonstration. Aprés avoir fait le changement de variable correspondant & une rotation, nous
avons calculé les valeurs a’ = acos?t + 2bcostsint + csin®t et ¢ = asin®t — 2bcostsint 4 ccos?t

de la nouvelle équation a’u? +c'v? +du+e'v+ f' = 0. Que vaut le discriminant de cette équation ?
A 1))
Observons que la matrice A’ = .| est semblable a la matrice A.
c

On l'obtient en effet en effectuant le changement de base correspondant a la rotation d’angle ¢ :
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Exemple 2.7. On étudie la conique ¢ d’équation 2% + 6xy + 9y + V192 + /10y = 0.

On calcule
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Mais laquelle 7 Une valeur propre évidente de A = (1 3) est O cor A‘e’k A = 3—3 =0

Vecteur propre associe - Kex (&) = £ (3,-4)) =
- -2 A
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1
On effectue donc le changement de variables T =

1
V10 V10

On calcule la nouvelle forme de I’équation en coordonnées (u;v) par rapport a la nouvelle base

Bu+wv) ety =

obtenue aprés rotation et on obtient
100V +2u+4v=0 <+ u=-5v"—2v
Il s’agit d’une parabole concave d’axe Ou dans le repére donné par (O; f:; fé)

Son sommet se trouve au point du graphe de cette fonction quadratique ot la dérivée s’annule
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donc lorsque v = —x et on obtient u = 5 AoM.s 0 ) €4 ) X2 ) < / E e
En faisant le changement de variables inverse, on obtient
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