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=rr. Pourquoi donc vouloir compresser des données ?

Deux raisons principales
= Pour reduire I'espace utilisé lors du stockage de ces données

= Pour réduire le temps de transmission de ces donnees
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=rr. Quels types de données peuvent étre compressées ?

= | es textes
= | es sons

= | es Images
= | es videos

= En genéral, tout type de donnees numeriques !
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=prL. Deux types de compression

= Compression sans pertes : lorsqu’on désire retrouver l'intégralité des
données stockees sous forme compressée

= Exemples : billets pour un concert, bulletins de vote, articles scientifiques

= Compression avec pertes : lorsqu'on n'est pas tant a cheval que ca sur les
détails et qu'on s’autorise un peu de distorsion

= Exemples : morceaux de musique au format mp3, partage de photos sur le
web, videos YouTube...
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=prL Compression sans pertes

= Aussi etrange que cela puisse paraitre, il est possible de reduire la taille
d'un fichier informatique...

= ...sans pour autant perdre la moindre information a propos du fichier !

= | 'idée de base consiste a supprimer/reduire la redondance presente dans
les données en abregeant les motifs qui reviennent souvent dans celles-ci.
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=prL La langue francaise est pleine de redondance !

Pour preuve, voici deux phrases :

Si on liasse la perimere et la drnieree ltretes a la
bnnoe pclae dnas cquahe mot, arols ctete sncedone
prshae est asusi pfatitaerment liiblse (ou psqgeure!)

Pourquoi tant de redondance ?
- pour mieux se comprendre, tout simplement !
- pour étre capable de lire un texte contenant des fotes d ortografe.
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=prL. Exemples de compression dans la vie de tous les jours

= Langage SMS : “slt”, “tgt”, "mdr”, ...

= Code Morse: A="-", E="" S="."7 T=
tandis queX— -m, L=

= Acronymes : EPFL, UNIL,
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=prL.  Exemple de compression (sans pertes)

Information, Calcul et Communication

Essayons d’encoder les sequences de lettres et
sous la forme de séquences de O et de 1 :

= | a séquence a huit lettres différentes : il n'y a donc pas de choix
pour cette sequence : 3 bits par lettre sont necessaires (par exemple : 'l < 000,
< 001, etc.) et donc 3 x 8 = 24 bits en tout.

= Dans la sequence par contre, les lettres /.. et | se repetent chacune
deux fois ; on peut donc abreger la représentation de celles-ci en utilisant le code
suivant (par exemple) : 2. < 11, il & 10, L < 000, © < 001, U < 010, = « 011.

Cette représentation n'utilise que 2 x 4 + 3 x 4 = 20 bits en tout.



=PrL

Information, Calcul et
Communication

Entropie

m Ecole

polytechnique Olivier LéVéque

fédérale
eeeeeeeeee



=prL. EXemple 1

Voici une séquence de 16 lettres :

ABCDEFGHRHIJKLMNOP

Jeun®1:
Deviner quelle lettre a ete tiree au hasard en posant un nombre minimum de

guestions binaires, auxquelles on ne répond que par oui ou par non.
@j_: A-H 7 au 8 pess.
Q.2 A-1 ) Qe b Pﬂ £4.
QL AR 7 nom Z Pres ‘%W’i
C\Lé: C7 %l/ AP//% :Z":leﬁzaéj
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=prL. EXemple 1

Voici une séquence de 16 lettres :

ABCDEFGHRHIJKLMNOP

Jeun®1:

Deviner quelle lettre a ete tiree au hasard en posant un nombre minimum de
guestions binaires, auxquelles on ne répond que par oui ou par non.

Solution :

= 4 questions sont necessaires (algorithme de dichotomie).
= On dit que lI'entropie de cette sequence est egale a 4.

= Remarquez que 16 = 2%, autrement dit : 4 = log,(16)
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=prL. EXemple 2

Voici une autre séquence de 106 lettres (sans compter les espaces):

IL FAIT BEAU A |BIZA

Jeun®2:Lejeuestle méme quavant!

Remarques:
= | a position de |a lettre est tiree au hasard, de maniere uniforme.
= || ne faut deviner que la lettre elle-méme (I, L, F, A, ...), pas sa position.

e A G TN
/ Q9 T 7 wom -»CA\)

o

Information, Calcul et Communication



=prL. EXemple 2

Voici une autre sequence de 106 lettres (sans compter les espaces):

IL FAIT BEAU A |BIZA

Jeun®2:Lejeuestle méme quavant!

Remarques:
= | a position de |a lettre est tiree au hasard, de maniere uniforme.
= || ne faut deviner que la lettre elle-méme (I, L, F, A, ...), pas sa position.

Combien de questions binaires en moyenne
sont-elles nécessaires pour deviner la lettre ?
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=prL. EXemple 2
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IL FAIT BEAU A 1BIZA

Solution: classer les lettres dans I'ordre decroissant du nombre d'apparitions
dans la séquence

lettre |1 A B L F T E U Z_
Nombre d'appariions 4 4 2 1 1 1 1 1 1

Idée (dichotomie plus géneérale) : séparer 'ensemble des lettres en deux
parties égales en tenant compte de leur nombre d'apparitions, ce qui donne :

= Question n° 1 : Est-ce que la lettre estun l ou un A ?
= Si la reponse est oui : Question n° 2: Est-ce que la lettre est un | ?
= Sila réponse est non : Question n® 2: Est-ce que la lettre estun B, L ou F ?
etc.



||

=prL. Exemple 2 : Arbre des questions

Est-ce |l ouA
?
I | I
Est-ce | Est-ce B, Lou F
? ?
I | I | |
] AN Est—rg:e B Est—ce?T ouE
I I I I I I
B Est-ce L Est-ce T Est-ce U
? ? ?
I | I | I I |
Legende L E T = )

i }
OUI NON
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=prL. Exemple 2 : Solution

letre || A B L F T E U 2Z
_---------

Nombre de questions

Nombre de questions a poser en moyenne

. 4 P 2 P 1 s 16 +6+24 46 S ac
716 16 16 16 16

On dit que I'entropie de cette sequence est egale a 2.875.
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=prL. EXemple 3

Voicl encore une autre séquence de 16 lettres :

ACACA A A A A A A A A A A A A A

Jeu n® 3: Le jeu est encore le méme qu'avant !

= Cette fois-ci, aucune question n'est necessaire pour deviner la lettre choisie!

= On dit que lI'entropie de cette sequence est egale a 0.
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Retour a I’'exemple 2

lettre | | A B L _F T E U Z_
—---------

Nombre de questions

Remarques :

= Pour deviner une lettre qui apparait 1 fois sur 16, on a besoin de 4 questions.
4 =log,(16)

= Pour deviner une lettre qui apparait 2 fois sur 16 (i.e. 1 fois sur 8), on a besoin de
3 questions. 3 = log,(8)

= Pour deviner une lettre qui apparait 4 fois sur 16 (i.e. 1 fois sur 4), on a besoin de
2 questions. 2 = log,(4)

En resume : pour deviner une lettre qui apparait avec une probabillite p,
on a besoin de log, (%) guestions.



=prL Entropie : Définition générale

= Soit X une sequence de lettres provenant d'un alphabet A = {a4,...,a,}.

= Soit p; la probabilite d’apparition de la lettre a; dans la sequence X
(remarquez que 0 <p; <1Vjetquep, +---+p, =1).

L’'entropie de la sequence X est définie par :

1

1
H(X) = p; - log, (_) + .-+ p, - log, (_)
pl pn

Remarque : par convention, si p; = 0, alors on pose p; - log, (pi) = 0.
J
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=prL ENntropie : Exemple
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lettre | | A B L _F T E U Z_
—---------

Nombre de questions

1 1
HX) =2 1 log,(4)+1:-=-log,(8) +6-—"-log,(16) = 2.875

8 16

Notez qu'en general, I'entropie ne coincide pas avec le nombre moyen de
guestions binaires a poser pour deviner une lettre !

Exemple : Trouver une lettre tirée au hasard dans la séquence ABE
necessite exactement 1 question binaire, mais

1 2 3
H(X) = 3" log,(3) + 3 log, (E) ~ (0.92




=prL Origines de la notion d’entropie

Origine en physique (Boltzmann, 1872) :

L’entropie mesure le “désordre”
dans un systeme physique.

= Ludwig Boltzmann (1844-1905)
= ardent defenseur de l'existence des atomes
= pere de la physique statistique
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=prL Origines de la notion d’entropie

Origine en physique (Boltzmann, 1872) :

L’entropie mesure le “désordre”
dans un systeme physique.

= Ludwig Boltzmann (1844-1905)
= ardent defenseur de l'existence des atomes
= pere de la physique statistique

Théorie de l'information (Shannon, 1948) :

L’entropie mesure la “quantité d’information”
contenue dans un signal.

= Claude Shannon (1916-2001)
= mathématicien, ingenieur électricien, cryptologue,
= pere de |la theorie de l'information, jongleur...
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==L Interprétation de la notion d’entropie

ABCDEFGRHIJKLMNOP H(X) = 4
IL FAIT BEAU A |B1Z:A H(X) = 2.875
ACA A A A A A A A AAAANAAA HX)=0

* Plus il y a de lettres differentes, plus il y a de desordre, plus il y a de
nouveaute et donc “plus d’information” dans le message.

= Plus il y a de lettres semblables, moins il y a de désordre, plus il y a de
redondance et donc "moins d’information” dans le message.
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=rr. Quelques propriétés de I’entropie

1

H(X) = p; - log, (l) -+ pp - log (_)

P1 Pn

= Pour une probabilité d’apparition 0 < p < 1 donnée, log, (

Information, Calcul et Communication
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=prL. Quelques propriétés de I'entropie

1 1
H(X) = p; - log, (_) ++ P - log, (_)
P1 Pn

= Pour une probabilité d’apparition 0 < p < 1 donnée, log, (%) = 0.

» H(X) = 0 en général, et H(X) = 0 si et seulement si 'ordre est total
(C'est-a-dire si toutes les lettres sont les mémes).

» Si n est la taille de I'alphabet utilisé, H(X) < log,(n) en général
et H(X) = log,(n) si et seulement si le désordre est total
(C'est-a-dire si toutes les lettres sont differentes).
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=prL. Quelques propriétés de I'entropie
Vérifions que H(X) < log,(n) en général : log, (x)

» Remarquez que la fonction f(x) = log,(x) est
concave pour x = 0

= En particulier, ceci veut dire que :

1082(951);‘1082(952) < lng (xl-;xz) Vxl,xz = ()

* Plus generalement, si0 <p;,p, <1letp; +p, =1, alors:

py - logy(xq) + 3 - log,(x2) < log,(p1xy +p2x3) Vxg,x; =0
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=prL. Quelques propriétés de I'entropie
Vérifions que H(X) < log,(n) en général : (suite)

= Plus generalement encore, si0 <p; < letp, +---+p, =1, alors

p1 -log,(xq) + -+ 0y - log,(x,) < logy(prxy + -+ Ppxp) Vg, ., xy, = 0

= En appliquant cette inegalite avec x; = %, on obtient finalement :
J

L 1 1 P1 Pn .
H(X) =py -logy | —) + -+ pp-logy | —) <logy | —+ - +—] =log,(n)
P1 Pn P1 Pn .
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