Corrigé série 26

Euler 3éme année

Corrigé série 26

Exercice 1 (5 points)

1 —2
a) Onac?/\(l;/\E): —35 | et (6/\5)/\5: —15
—1 —14

b) On en déduit que le produit vectoriel n’est pas associatif.
c) Par exemple, si @ = €7, b=C=é, alors
an(Bnd) =an (Bab) =ani=0 et (@n5)AG=6GAG=—d,

Exercice 2 (3 points)

Uy 01
a) Soient @ = | uy | et = | vy | des vecteurs de R?, alors on a
Uus U3
UgV3 — U3V2 U3V — U2V3
UNU = U3V — U1V3 = — | U1V3 — U3V, = —UAU.
UIV2 — UVg U2V1 — UV2
b) On a é; A ez = €] et donc €3 A €3 = —eé; par le point a).

Exercice 3 (3 points)

Ui U1 w1
Soient @ = | uy |, U= | vy | et @ = | wy | des vecteurs de R3. D’une part on a
us U3 W3
Uy v + W ug(vs + ws) — uz(ve + wo)
UN T+ W)= uy | A ve+wy | = | uz(vy +wi) — ug(vs + ws)
Uus U3 + W3 ul(v2 -+ U)Q) — UQ(’Ul + wl)

9

UV3 — U3V2 UgW3 — U3W2 ug(vs + ws) — ug(vy + wo)
(WNAV)+ (UNAT) = | ugvy —ugvs | + | uswy —ugws | = | uz(vr + wy) — ug(vs + ws)
U1V — U2V U1Wo — UW1 (51 (UQ —+ UJQ) — UQ('Ul + U)l)
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Exercice 4 (12 points)
a) Cette aire vaut ||b A | = ||b]| - [|¢]] - | sin a| par un théoréme du cours.
b) Soit # I'angle entre @ et bAG
La hauteur h est égale a la norme de la projection @’ du vecteur @ sur le vecteur bAC
On ad — 5:(5/\07(5/\5) _ llall- flb A clf cos(B)
1bA? [bA?
Ceci peut aussi se voir trigonométriquement : h = ||d@|| - | cos(8)|.

(bA€) et done b= [|@|| = [|dl| - | cos(B)|-

c¢) Le volume du parallélépipéde vaut le produit de 'aire de la base par la hauteur, soit
@]l - 18] - |€]] - | sin(a)] - | cos(B)], et la valeur absolue du produit mixte vaut
(@, b;0 = |ae (b A = @]l - [oAcl-[cos(B)] = llall - [[bll - |l - [sin(@)] - | cos(B)]

ax bacg — Cab3
d) ae (b VAN 8) = a9 ® Clbg — b103 = CL1b2C3 — G1C263 + a201b3 - (lgblcg + a3b1€2 - agClbg.
as bicy — c1by
ap by o

e) On a (05} b2 Cy| = a1b203 + b102a3 + clang - a36201 - b3€2a1 — Cg(lgbl,
as bg C3
et on vérifie que c’est bien égal a la quantité du point d).

f) Il suffit de mettre ensemble les résultats des points c) et e).

1 0 1
g) On applique le résultat du point précédent : -2 —3 —1| =2.
4 1 3
4 5 2
h) |[-2 —3 —4| =] —40| = 40.
3 1 5
Exercice 5 (5 points)
-1
@ =12 |= lﬁ , donc le quadrilatéere ABC'D est un parallélogramme.
-1
-1 2
De plus, ﬁ =12 | = ﬁ = B et ]@ =10]| = B? donc EFGH est un parallélogramme
-1 0

obtenu par translation du parallélogramme ABCD. Donc ABCDEFGH est un parallélépipéde.
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On peut aussi vérifier que ces deux parallélogramme sont les bases d’un parallélépipéde puisque

IR I

—4

Par le cours ou l'exercice précédent, le volume de ce parallélépipéde est donné par

-1 2 3
ABe(ADAAE) =|2 0 —1|=2-(=1)-(=1) —2-2- (—4)| = 18 [unités’].
-1 0 —4

Exercice 6 (3 points)

Rappelons les équivalences suivantes utiles pour décider si quatre points sont coplanaires ou non.

Les points A, B, C, D sont coplanaires. <= Les vecteurs 1@, 1@, ﬁ sont coplanaires. <=
Les vecteurs 1@, 1@, E ne forment pas une base de R3. <= det(/ﬁ, 1@, @) =0.

4 2 5
Ici, det(@, 1@, E) =1 —2 0] =-20#0 donc les quatre points ne sont pas coplanaires.
1 4 5
Exercice 7 (3 points)
0 0 4
1@ =12| = 58 =1|1-2] ou B? =13|= E, ainsi ABC'D est un parallélogramme.
2 —2 5

On calcule son aire par le théoréme du cours :  o(ABCD) = Hz@ A /ﬁ” =12

Exercice 8 (3 points)

-3 0 -30
Par un théoréme du cours, le vecteur E A 1@ =13 | AN|-1]|] =|—-27| est orthogonal a
-3 -9 3

1@ et a fﬁ, autrement dit au plan contenant A, B et C.

Exercice 9 (7 points)
On utilise la distributivité du produit vectoriel par rapport a I’addition des vecteurs pour obtenir
O=adAN(@+b+0)=agNna+adNb+dANC=0+adANb+aINC=dNb—CNTd = dAb=CAAQ.
—0 =—CAd

La derniére égalité s'obtient de la méme facon en partant de 0 = bA (@+ b+ c).
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—

on peut former un triangle de coté ||@]], ||b]| et ||¢]] d’angles opposés a, 3 et 5.
| = ll@ ol sin(y), lleAall = [lellall sin(5) et [[bA = [bllc] sin(a),
avec GAb=CANT=bAC onobtient ||@|b]| sin(y) = ||7]|@|| sin(8) = ||b ||| sin(a).

Sla—l—b—i—E

0,
Ab

Comme ||a@ A

Par une division par ||@|| ||6] ||]], on retrouve le théoréme du sinus dans un triangle quelconque :

sin(y)  sin(8)  sin(a)

il ey lal
Exercice 10 (6 pomts)
—> 1
a) DA = 3 |. Par un théoréme du cours,
2
21 -1
V(ABCD)=||1 3 3||=12-3-241-3-3+(-1)-1-3—(-1)-3-3-2-3-3—-2-1-1| =T.
3 3 2

1
b) Le volume du tétraedre V; = 5 V(ABCD) = z

c) L’aire vaut la moitié de la somme des aires des parallélogrammes construits sur les paires
(DC, DA), (DB, DA), (DC, DB) et (CA,CE).

On utilise alors la formule de l'aire du parallélogramme du théoréme du cours :
— — — 21 V3
=~ (IDC A DA| + |DB A DA|| + |DC A DB|| + |CAACB|) = g + V70 + Tf

Exercice 11 (5 points)
a) (b—a)A(@+b) = b—a)ANd+(b—a)Ab = bAT—aNG+bAb—aAD = 2bAG.
b) Les vecteurs d+bet b—a représentent les deux diagonales du premier parallélogramme. L’aire
du parallélogramme construit sur ces deux diagonales vaut ||(b— @) A (@4 b)|| = 2|[bAd|,

qui est bien le double de I'aire du premier parallélogramme.

Exercice 12 (5 points)

ai b1 1
Soient @= | as |, b= | by | et @= | ¢y | trois vecteurs de R3. D’une part,
as bs C3
ay bacg — cobs ag(byca — c1b2) — as(c1bs — c3by) agbico — agci1be — agceibs + azcesby
&’/\(5/\5) = | ag |A| c1bs — esby | = | as(bacs — cobs) — ag(bica — c1b2) | = | asbacs — agcobs — arbica + ajerby |
as bicy — c1by ay(c1bs — c3b1) — ag(bacs — cabs) a1c1bs — ai1c3by — asbocs + ascabs
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et d’autre part,

(a101 + asco + a303)bl (a1b1 + agby + a3b3)01 ascoby + aszcsby — agbocy — agbscy
(50a-b—(ﬁob)-5: (a161 + asco + agcg)bg — (a1b1 + agby + a3b3)62 = | a1c1be + azcsby — ar1bico — agbses |
(a1c1 + agca + azes)bs (a1b1 + azbs + asbs)cs a1c1b3 + azcabs — arbicz — azbacs

d’ou I'égalité.

Exercice 13 (5 points)
La base ( 11, fg, fg) n’est pas directe, ce qui signifie que le déterminant | fl f j§,| est négatif.
Ce déterminant est égal a f11 fo2 f33 + fiafosfa1 + fisforfa2 — farfoaf13 — faafoszfi11 — f3zfor fio

a) det(ﬁ, fo, —fé) = — det(fl, fo, f;;) car un coefficient — f;3 change le signe de chacun des termes

de la somme ci-dessus. Donc la base ( fi, f;, — f;:,) est directe.

b) det(fi, fa, f2) = fi1fosfaz + fisfonfor + froforfas — faifosfra — fasfoafin — faofor fis qui est a

nouveau égal a 'opposé du déterminant de ( fi, o, fg) Donc la base fi, fs, f;) est directe.

¢) On remarque que det(f;,,f_i, ﬁ) = det(ﬁ, ﬁ,fg), donc la base (ﬁ,, fi,f;) n’est pas directe.

Exercice 14 (7 points)

a) Faux car @ A @ = 0 quel que soit @ € R3.

-1 00
b) Faux, le déterminant de la matrice | 0 1 0| vaut —1.
0 01

C’est la valeur absolue du déterminant qui détermine le volume d’un parallélépipéede.

c) Vrai. Si les quatre vecteurs sont coplanaires, alors @ Ab et ZAd sont tous les deux des vecteurs

normaux au plan formé par @, b, ¢ et d. Ainsi @ A b et ¢ A d sont colinéaires.

— —

Ainsi le produit (@A b) A (EAd) = 0.

1 2 0 0
d) Faux, par exemple, OfA]O A AN ) =0 pourtant ces quatre vecteurs
0 0 0 1

ne sont pas coplanaires.

-

e) Vrai car d e b est un scalaire et donc (@ eb) - ¢ est le produit d'un vecteur par un scalaire,

donc c¢’est un vecteur.

f) Faux, ce produit n’existe pas; on peut effectuer le produit vectoriel uniquement entre deux

vecteurs, or b e ¢ est un scalaire et non un vecteur.

g) Vrai, b A est un vecteur, disons bAC= (f, et donc @ A (l;/\ c)=an d est un vecteur.



