Cours Euler 3éme année

Corrigé Test 5 - Intégration 1.05.24

Le test dure 90 minutes. Les réponses doivent étre rédigées de maniére claire sur une feuille
séparée.

Exercice 1. (5 points)

0 si x€Q
1 si z€Q.

En utilisant une subdivision quelconque, calculer les valeurs de s,(f) et S,(f), puis s(f) et
S(f). En conclure ensuite si f est intégrable ou non.

Soit f : [1;2] — R définie par f(x) = {

On choisit une subdivision quelconque 1 =2 < 21 < ... < x,_1 < x, = 2. Alors

n

sa(f):Zm,-(xi—:Ei_l): (1 —xo) +0-(ro—x)+... 40 (zp —2p_1) =0

So(f) =D Mi(wi —xiq) =1- (w1 —x0) + 1+ (w3 —21) + ...+ L+ (2 — 1)
=1
=T, —Tg=2-1=1;

s(f)=0et S(f) =1

Ainsi, f n’est pas intégrable.

Exercice 2. (7 points)

a) Démontrer le théoréme de la moyenne :
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Il existe alors un élément c de [a, b] tel que

[ e =100~ a.

Soit m le minimum de la fonction f sur [a,b] et M son maximum. Comme m < f(z) < M
pour tout x, on a que

m(b—a)—/abmd:z:g/abf(x)dxg/abde—M(b—a).

fab f(x)dz

Ainsi, la valeur h = est comprise entre m et M. La fonction f étant continue, il

doit donc exister un nombre ¢ tel que f(c) = h (par le Théoréme de la valeur intermédiaire).
D’ou le résultat.



b) Enoncer le théoréme fondamental du calcul intégral.
Soit f : [a,b] — R une fonction continue et G une primitive de f sur [a,b]. Alors

/ F@)dz = G(b) — Gla).

Exercice 3. (16 points)

Déterminer les primitives des fonctions suivantes.

223 + 1 1 1
a) f(z) = o :2x+?:> F(x):xz—g—i-c,ceR

1
b) f(x) = 2z +1)e 2% = [F(z) = —56_23”2_2”" +c¢, ceR

502 +6 , . . .
c) flx)= P (décomposition en éléments simples)

On commence par décomposer en éléments simples la fraction :

50246  52°+6  a br+c  a(@®+2)+ (br+c)r  ar®+2a+br’+cx

x3+2x_:17(x2+2):5+w2+2_ z(z? 4 2) - z(z? 4 2)
a+b=5 a=3
c=0 S <b=2
20 =6 c=0
On a donc 53%2—_‘—6 = § 2—93, dont les primitives sont données par
»+2r o x2+2

F(z) =3In(|z]) + In(|z* +2|) + ¢, c € R,

xr —

4
d) f(z) = x2 + 6x + 18

On a

(complétion de carré)

x—4 B r—4
2+ 6x+18 (x4+3)2+9

En posant u = x + 3, on obtient

u—"17 U 7 1 2u 7

WwH9 w2+9 uw2+9 2 w2+9 9 (%)2+1

1 7
dont les primitives sont 5 In(|u? +9]) — g 3 arctan <%>
1 7 3
Ainsi, F(z) = 5 In(|z? + 6x + 18]) — 3 arctan (%) +c, ceR



Exercice 4. (7 points)

On considére la fonction f définie par f(z) = 2v9 — a2,

Déterminer 'aire du domaine D borné limité par la courbe d’équation y = f(z) et 'axe Ox.
On remarque que les zéros sont —3;0; 3. Il faut donc calculer 'aire en deux morceaux :

0 10 12 ‘ 1 ‘
A= / V9 —a?dr = —5/ —22(9 — 2?2 de = —= [—(9 - x2)3/2} = [—— (9 — x2)3}
_3 -3 -3 -3

2 13 3
1 1

=—-.271—(-=.0)=-9
= (5)

3 3
AQZ/I\/Q_x2de:...:|:_é (9—x2)3} :—%-O—(—%Q?):Q
0

0

Ainsi, laire du domaine est égale & A = |A;| + |4z = 18 u®.

Exercice 5. (17 points)

a) Calculer l'intégrale suivante en appliquant le changement de variables = 4/sin(t) :

/O \/%ﬁ dz
cos(t)

2+/sin(t)

On pose 7 = ¢(t) = \/sin(t), ¢'(t) = =-(sin(t))"/2-cos(t) = De plus, si z € [0; 2],

1

2
s

alors t € [0; 5] On a donc

71—/21 1 w/2
COS(t) -dt = —dt:{ }

/1 T / sm y s
0\/1—134 \/1—sm 9 sin (¢ 0 2 2 1, 4

b) Calculer I'intégrale indéfinie suivante en utilisant l'intégration par parties :

/ezx cos(x) dx

On doit calculer I = /621 cos(z)dz. On pose f = e€** et ¢ = cos(x), donc f' = 2e** et

g = sin(x). On calcule

/ e** cos(z) dz = [¢*" sin(z)] — / 2¢** - sin(z) dx



On refait une intégration par parties avec f = 2e** et ¢ = sin(x), donc f' = 4e* et
g = — cos(x). On obtient

1= [ sino)]  ([26 (- cost)] - / 162 (—cos)

= [e*"sin(z) + 2¢** - cos(x 4/6 - cos(x = [*"sin(z) + 2¢°* - cos(x)] — 41

1
Ainsi, 51 = e**sin(x) + 2¢** - cos(x) + ¢, donc I = 5( e** sin(z) + 2¢2* - cos(x)) + ¢

c¢) Calculer 'intégrale suivante en utilisant l'intégration par parties :

/1 " In(z) ds
2

1
On pose f =In(z) et ¢ = Vo =22 donc f' = —et g =~z
T

2
; 3/2 = §\/F On calcule

2 2 :
2 ,.3/2

/12\/51n(:c) do = [ln(ﬂi) ' 2@}1 1% ' g\/ﬁdx: [ln(:c) | g\/ﬂl _g N

= E m@@]j - ;/12331/2 dz = E In(z)Va? — 4_1\/;}2

zgln(Q)\/_—g —(O—é)zgln()_%_+§NO49

Exercice 6. (6 points)

Etudier la convergence des intégrales suivantes (on demande uniquement si lintégrale est

convergente ou divergente) :
10
1

—dx

(x —2)?
On fait le changement de variables t = x—2, donc x = p(t) = t+2, ¢'(t) = L et siz € [2;10],
alors t € [0;8]. On a donc

10 1 81
[ [
2 (r—2)2 o t¥

. 2 . .
Par un critére de convergence, comme o = 3 < 1, I'intégrale généralisée converge.

Remarque : On aurait pu faire directement le calcul, qui donne [Btl/ 3]8 = 6.

0

+002 3_1

b)/ S
1 o+ 1

223 — 1
On remarque que hm = 2 # 0, donc par un critére de convergence on sait que
—too 3 4+ 1

cette intégrale generahsee diverge.



Remarque : on aurait pu faire le calcul de la primitive et vérifier qu’elle diverge (mais c’est

plus long!) :
On commence par faire une division euclidienne, puis une décomposition en éléments simples :
203 — 1 3 1 T — 2

e A —9_
f(@) 3+ 1 3+ 1 x+1+x2—x+1

1 20 — 1
Les primitives sont alors F'(z) = 2x — In(|z + 1|)§ In(z? — z + 1) + v/3arctan ’

V3

sont faits dans l'exercice 1c) de la série 24.

+ c.

Les détails du calcul pour la primitive de
341



