Prof. Friedrich Eisenbrand 3 avril 2026

Algebre linéaire avancée Il
printemps 2026

Série 7 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines aprés. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’aprés et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l’examen final.

Exercice 1. (+) Soit A € C**™ une matrice hermitienne et soit A une valeur propre de
A. Montrer que A est réelle.

Solution. Pour x un vecteur propre associé a la valeur propre A on a que

ATz = (Ax)Tz
= (Az)"z
zT ATz
2T ATg
= zTAz
= zTAz
= zl)z
= M’z

Comme zTZ #0, on a A = )\, donc A € R.

Exercice 2. Soit A € C™*™ une matrice hermitienne et inversible. Montrer que si toutes
les valeurs propres de A sont positives, alors toutes les valeurs propres de A ! sont
aussi positives.

Solution. Supposons que les valeurs propres de A, Ay, ..., A,, sont positives. On va
montrer que i, el ﬁ sont les valeurs propres de A~ ':
Comme A est une matrice hermaitienne, il existe une matrice unitaire P telle
que P*AP = D, ot D est une matrice diagonale.
Comme det(P*)det(P) =1,
det(A— M) = det(P*)det(A — AI)det(P)
= det(P*(A— AI)P)
= det(P*AP — AP*P)
= det(D — AI),
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donc D a les nombres Ay,..., A, sur la diagonale. Alors
I =P*P=P'AA™'P = P*APP*A™'P = D(P*A™'P).

Ca signifie que P*A P = D1, et les valeurs propres de A~! sont exactement les
valeurs propres de D' a4 savoir -, ...,

LRI x.
Exercice 3. Soient A, B € R**". On définit (A, B) := tr(AB) et [A4, B] := AB — BA.
1. Montrer que (-,-) est une forme bilinéaire symétrique.

2. Montrer que (-,-) est invariante, c’est-a-dire VA, B,C € R™*" on a que

([A4,B],C)+ (B,[A,C]) = 0.

3. Montrer que (-, -) est non-dégénérée.
Maintenant on considére
0, :={A e R™" |AT+A:O}

et
SPon == {A € R | ATQ + QA = 0}

_ 0 I'n 2nx2n
0= (2, B e

ol

4. Montrer que (-, )0, €t (-, )|sp,, sont non-dégénérées.

Solution. 1. Vérification immédiate a partir des définitions.
2. Vérification immédiate a partir des définitions.

3. Il s’agit d’une conséquence du calcul qui suit,

(Eij, Exy) = tr(E;jEw) = k0.

4. Supposons que X € o, est tel que tr(XY) = 0 pour tout Y € 0,. En partic-
ulier, on a

0= tT‘(X(Ez] — Eﬂ)) = 2Xj7;

pour tout 1 # j. Ceci montre que X = 0 et on conclut que (-,-)|,, est non-
dégénérée.

Prenons maintenant X € sp,, tel que tr(XY) = 0 pour tout Y € sp,. On

observe que
A B
= (e )



ot A, B,C € R™*™ et les matrices B et C sont symétriques (ceci est vrai pour
toute matrice appartenant @ sp,, ). On prend

A0
=[5 )

0=tr(XY) =2tr(AA")

et comme A’ € R™*™ est une matrice quelconque on conclut par le point 3
que A = 0. Maintenant on considére

0 0
Y-__<£Zj+-ﬂ@i 0)

0= t’f‘(XY) = 2B¢j,

et donc

et donc

ce qut montre qu’on a B = 0. Similairement on prouve que C = 0 et donc
X = 0. La forme bilinéaire symétrique (-,-)|s, est non-dégénérée.

Exercice 4. Soit V un espace vectoriel réel muni d’un produit scalaire (-, -). On considére

des éléments vy,...,v, € V et on suppose qu’il existe u € V tel que (v;,u) > 0 pour
tout 2 € {1,...,n} et (v;,v;) <0 pour tout 7 # j. Montrer que '’ensemble {vy,...,v,}
est libre.

Solution. On suppose par contradiction qu’on est dans la situation suivante

k n
DAY= DL BsYs
=1

j=k+1

avec A;, u; > 0 et on a au moins un 1y tel que A;; > 0. Alors

k k n
1D XawallP = Q0 Xevey, D pv5) = > gy wi, v5) < 0.
=1 =1

j=k+1 4j

Ainsi on a X5, \v; = 0 et par la suite

k
0= <Z )\ivi,u) = Z)\z@“u) > )\io<’U¢0,u> > 0,
1=1

ce qui est contradictoire.

Exercice 5. Soit V' un espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire (-,-) et soit

{'Ul,..

.,Un} une base de V. On suppose que (v;,v;) < 0 pour tout 7z # j et qu'il

existe z,y € V tel que (z,v;) > 0 et (y,v;) > 0 pour tout 2 € {1,...,n}. Montrer que
(z,y) > 0.



Solution. On suppose par contradiction que (z,y) < 0 et on applique l’exercice 2
avec u =z a l’ensemble {v1,...,Vn, —y}. Comme {v1,...,v,} est déja une base de
V', on obtient une contradiction.

Exercice 6. Soient les vecteurs
2 -1 -1

v =

SRS
— O — O
Q
N
|
oo

Quelle est la distance entre u et V' = span{v;, vs, v3}? La distance entre u et V est
dist(%, V) = min ||Ju — ||,
veV

ol la norme || - || est par rapport au produit scalaire ordinaire.

Solution. Sott V' = span{vy, v, v3}. La distance entre un vecteur u et un sous-espace
V est par définition min,cy ||u — v||. En posant

1 1

1 0
A= (1}1,112,'113): 0 1 )
0 0

= O = O

on obtient span{vi, v, v3} = {Az| z € R3}, donc min,cy ||u — v|| = mingegs ||u — Az||.
On sait du cours que la solution z* du systéme AT Az = ATu est un vecteur tel que
|lu — Az|| est minimisée. Donc il suffit de résoudre ce sytéme et alors ||Az* — ul|
est la réponse voulue.

210 4
ATA=1|1 2 1], ATy =10],
01 2 0
3 _1 1 3
4 2 4
(ATA)y'=|-F 1 -1, (ATA) ATy =2 = | -2
1 1
4 2 4
Ainsi,
1 2 -1
1 2 —1
* _ o _ _
||[Az* — ul|| = 1 S =111 =2
3 2 1

est la réponse voulue.
Preuve alternative: On applique le procédé de Gram-Schmaidt sur vy, v,, V3, U
pour obtenir une base orthogonale vy, vh, vs,u'. Alors, u = u'+z, otz € span(vy, vz, Us)

et ||[v'|| = dist(u, V) comme ezpliqgué dans le polycopié.
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Exercice 7. Soit K un corps et A € K™*". On note p(z) := det(A — zI) son polynéme
caractéristique qui est de la forme

p(2) =ap+ a1z + -+ az™.
A T’aide de la formule de Leibniz, montrer les propositions suivantes :
1. ag = det(4),
2. a, = (1),
3. ap 1 = (—1)"1Tr(4),

4. an_p = (-1)"* ¥ det(A)),
IC{1,..n}
I|=k
pour 1 < k < n, et ou A est la sous-matrice obtenue en extrayant les lignes et
les colonnes de A d’indice dans I.

Indication pour la question 4 : écrire, pour une permutation o € S,

[1(A = 2D)ioy = [ [(Aiots) = 20i0i) = 2- [T 4w [1(—23500)

i=1 i=1 IC{1,..n} i€l jerI
Solution. 1. En évaluant p(z) en 0, on trouve
ap=ao+a;-0+...+a, -0=p(0) = det(A).
2. On observe que
p(z) = det(A — 2I)
= > sign(o) ﬁ(A —21)i0(:)

o€Sn =1
= Z sign(o) H(Ai,a(i) — 20;,0(1))
O'ESn =1

est un polynéme de degré au plus n. On fize un élément o et on considére le
polynéme p,(z) 1= sign(o) [T, (Aso(i) — 20 0(i)). St o n'est pas égal a l'identité,
il existe au moins deux indices distincts k,l € {1,...,n} tel que o(k) # k et
o(l) # 1 (par exemple on peut choisir | = o(k)). Cect implique que Oy o) =
01,001) = 0 et que p,(2) est un polyndéme de degré au plus n—2. Ainsi seulement
pour o = id on trouve que p,(z) est de degré n. Pour trouver le coefficient
a, il suffit alors d’observer

pid(z) = szgn(zd) ﬁ(AM — 251’1) = ﬁ(A” — Z) = (—1)”’2”’ + ...

=1

On trouve a, = (—1)".



3. Dans la question précédente on a montré que pour o # id le polynéme p,(z)
est de degré au plus n — 2. Awnst pour déterminer le coefficient a,_1 il suffit
a nouveau de considérer

n

pa(2) = [[(Ass = 2) = (“1)"2" + (—1)" (Aia + o+ Anpn)2" 4

=1
On trouwve a, 1 = (—1)" YA11+ ...+ Ann) = (-1)" 1 Tr(A).

4. D’abord on introduit la notation suivante pour simplifier nos calculs: [n] :=
{1,...,n}. En plus on remarque que

oo (1)

Cect implique pour la formule de Leibniz

n

det(A —2I) = 5 sign(o) [ [(A - 2D)i00)

oESy =1

= > sign(o) > [[ Aot [ [(—28i00:)
oESn IC[n]1€l 13

= > (=)™ 1S sign(o) [ Ao [ 268600
IC[n] 7ES8n icl ¢l

Si on fize I C [n] et 0 € S, on observe que le dernier produit est nul st o ne
fize pas tous les éléments de [n|\ I. Donc il suffit de considérer les éléments
de S, qui fizent [n]\ I dans la somme. Donc on a

SO (=137 sign(o) [] Aoy [ 1 260

1l oESn e
— Z (_1)7’1*\I|z”*m Z S'Lgn(a) H Ai,a(i)-
Ig[n] ocEST 1€l

Mais comme det(Ar) = Y5, S1917(0) [Tier Aio(s), 0N obtient

p(z) = 3 (1) "z" M det( Ar)
IC[n]

=>"z"% 3 (—1)" *det(Ar)

k=0 IC[n] 1=k

Awnst on trouve que

k= . (=1)"*det(A;) = (—1)"* > det(Ar).

IC[n],|1|=k IC[n],|T|=k



Exercice 8. Soit K un corps et A € K™ B € K™ avec m < n. On pose py le
polyndme caractéristique d’'une matrice M.

| Mont I, —A\ (AB 0\ (I, A\ (0, 0
waeontrerdque \ o )\ B o,)\0 1) T\ B BA)
2. En déduire que ppa(A) = (—1)" ™A "pap(A) et donc que les valeurs propres de

BA sont exactement les valeurs propres de AB (avec multiplicités égales) avec
n — m zéros en plus.

3. En comparant les coefficients de A", et a l'aide de l’exercice 8, en déduire la
formule de Cauchy-Binet

det(AB) = Z det(A[m],_r) det(B],[m}).

IC{1,..,n}
[I|=m

Solution. 1. Calcul tmmédiat.

2. D’aprés le résultat ppyp-1 = Py, et comme

det <g g) _ det(A) det(C),

on déduit de la question 1 la relation
pap(t)t" = t"ppa(t).

3. Le coefficient en A"~ de A" ™pap(A) est le coefficient constant de pag, c’est-
a-dire det(AB). L’ezercice 8 conclut en remarquant que

(BA)r = Br,jmAjm),1-

Exercice 9. Soit a4, ...,a,, € R™ des vecteurs unitaires et deux a deux orthogonaux par
rapport au produit scalaire standard.

Posons A € R™*™ la matrice dont les colonnes sont les {a;},, et [I: R* — Im (A)
la projection orthogonale sur ’espace span({a;}*,). Par définition,

(v) = arg min flu— .

1. Montrer que m < n a l’aide de l'exercice 4 de la série 6.

2. Montrer que II(v) = >, (v, a;)a; a 'aide de ’exercice 5 de la série 6. En déduire
que IT est une application linéaire : II(v) = Mwv dans la base canonique pour une
certaine matrice M € R**" de rang m.

3. Montrer que M = AAT.



Solution. 1. Les m wecteurs sont linéairement indépendants dans un espace de
dimension n. On a donc forcément m < n.

2. On compléte les colonnes de A en une base orthonormale grdce a Gram-
Schmidt. On obtient une base orthonormale {ai,...,am,b1,...,bp m}. Par
l’exercice 5 de la série 6, on a

m n—m

U= Z('U,G,;)&i + Z <vabi>bi Vv € Rn)

=1 =1
et on a toujours

u=>Y oa;, Yu€Im(A).
1

pour des coefficients o;.

Le théoréme de Pythagore donne alors |[u—v|> = =7, ((v, a;)—a;) >+ 0" (v, b;)>.
L’unique choix de coefficients a; et donc de vecteur u quir minimisent cette
norme est bien a; = (a;,v), ce qut conclut.

3. En manipulant l’expression obtenue précédemment, on obtient

m

]._.[('U) = Z<'U, ai>ai — Za’i<ai) 'U>,
1=1 =1
=> a;alv,
=1

m
= (Z aia?> v.
=1

Il ne reste plus qu’da bien vérifier que Y, a;a’l = AAT.

Exercice 10. On considere cette fois-ci une matrice A € R™*™ dont les colonnes sont sup-
posées linéairement indépendantes. On considére a nouveau le cas du produit scalaire
standard.

1. Montrer que ker(ATA) = {0} et donc que AT A est inversible.

Soit II : R* — Im(A) la projection orthogonale sur Im (A), et soit A = A*R la
décomposition QR de A (corollaire 5.9 des notes du cours).

2. Montrer que R est inversible et donc que II coincide avec la projection orthogonale
sur Im (A*). Déduire de l'exercice précédent que IT = A*(A*)T.

3. Montrer que ATA = RTR.
4. Conclure que IT = A(ATA)1AT.

Solution. 1. Pour un z € ker(ATA), on a ATAz =0, et donc aussi 2T ATAz = 0.
Par suite, ||Az||> = 0 et alors Az = 0. Or les colonnes de A on été supposées
linéarrement indépendantes, et donc ¢ = 0 est l'unique solution.
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2. La matrice R est triangulaire supérieure, et les éléments de sa diagonale
sont des normes de vecteurs mon nuls. Son déterminant est donc non nul
et R est inversible. Il suit en particulier que Im(A) = Im (A*). L’ezercice
précédent donne directement I = A*(A*)T.

3. On a directement AAT = RT(A*)TA x R. De plus, les colonnes de A* étant
orthonormales, on en déduit immédiatement (A*)TAx = I, d’ou le résultat.

4. En partant de la relation II = A*(A*)T, et comme R est inversible, on trouve
I1 = A*(A*)T = AR 'R TAT = A(RTR) *AT = A(ATA) AT,

comme souhaité.

Exercice 11. Soit (-,-) le produit scalaire standard dans R™. Trouver une factorisation
A = A*R du corollaire 5.9 des matrices suivantes:

1 0 0
1 00 1 1 :
_ 110 4x3 _ (n+1)xn
0 01 : o1
0 .- 0 1

Solution. Nous trouvons une factorisation de A,, ce qui nous donne une factorisa-
tion de A; lorsque n = 3.

On utilise le procédé de Gram-Schmidt et on démontre la forme générale de
la factorisation par récurrence.

Soient vy,...,v, les colonnes de A = A, et uq,...,u, les vecteurs obtenus par
Gram-Schmadt. St 1 > 7+ 2, on a v; L vy,...,v; et donc v; L wuq,...,u; aussi,
car span (vi, ...,Ux) = span (uy,...,ux) pour tout k. L’orthogonalisation de Gram-
Schmadt peut donc étre simplifée:

Uy =
vT u, ‘
uj+1:Uj+1—Wuj, l1<yj<n-1
J

Nous montrons par récurrence que

(_1)i+j

1 <7
J
(u;); =41 t=75+1.
0 i>j+1

Pour 3 = 1, c’est vrai. Supposons que c’est vrai pour un j > 1. On obtient
lw])* = ]Jil et donc le coefficient de Fourier

T
/(1)
)




On a

vf, u;
(wjr1); = | Uy — 2 7 U
sl ;

B T
_<UH1 j+1uj>i

0— L LW <

-5
_ 1-— Jjﬁ 1=7+1
1-0 i=7+2
0 1>74+2
(—1)H+D+ .
a1 tsItl
=191 1=74+2.
0 1>7 42
La matrice R" est
1 1=7
1" ] . .
0 autrement

Nous avons A = A"R" comme désiré. Afin de normaliser les colonnes de A", nous
.o RN 1 RN .

multiplions la j-iéme colonne u; de A" par ||u;|| ~ et la j-iéme ligne de R" par

|u;||. Cect nous donne

—1
|| ] ||
A//RII — AII - - R// .
llunl [|unll
—: A R’
Finalement, on a
()™ EE+))T? i<
;,j = \/j]ﬁ 1=7+1
0 autrement
et .
=odi=j-1
Ri; =i i=7
0 autrement

Pour la matrice A,, ceci implique que

V1/2 —/1/6 /1/12 NN

100 0
A = (1) i (1) = \/? % _Fv11//1122 0 +/3/2 ,/2/3]|.
00 1 0 0 4/3

0 0 \/3/4

10



Exercice 12. (*) Le but de cet exercice est de montrer I’inégalité d’Hadamard, c’est-a-
dire

| det(A)] < [ llasll2,

1=1
our A € R™™ dont les colonnes sont a4,...,a,.
) )
Soit A’ la matrice dont les colonnes sont a*, ..., a*, les vecteurs non-normalisés
1 y “Yna

issus de 'orthogonalisation de Gram-Schmidt sur les colonnes de A. On rappelle la
décomposition A = A'S, ou S est triangulaire supérieure de diagonale 1.

1. Montrer que det(S) = 1 et que det(A) = det(A') = £ [1~, [|af]|»-
2. Montrer que ||a|| < ||a;|| Vi =1,...,n, et conclure.

Supposons de surcroit que les coefficients de A soient tous bornés absolument par
M € R, : |A;;| < M Vi,j. Déduire de I'inégalité d’Hadamard que |det(A4)| < M"n™/2.

Solution.
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