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Série 7 – Corrigé

L'exercice marqu�e d'un (+) sert d'introduction �a la s�erie, tandis que celui marqu�e d'une
(*) est plus di�cile. Tous les exercices sauf celui marqu�e d'une (*) seront corrig�es.
La correction sera post�ee sur Moodle 2 semaines apr�es. Les solutions des exercices
(*) et (+) seront discut�ees dans les s�eances d'exercices du mardi d'apr�es et d'avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de l'examen �nal.

Exercice 1. (+) Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et soit � une valeur propre de
A. Montrer que � est r�eelle.

Solution. Pour x un vecteur propre associ�e �a la valeur propre � on a que

�xTx = (�x)Tx

= (Ax)Tx

= xTATx

= xTATx

= xTA�x

= xTAx

= xT�x

= �xTx

Comme xTx 6= 0, on a � = �, donc � 2 R.

Exercice 2. Soit A 2 Cn�n une matrice hermitienne et inversible. Montrer que si toutes
les valeurs propres de A sont positives, alors toutes les valeurs propres de A�1 sont
aussi positives.

Solution. Supposons que les valeurs propres de A, �1; : : : ; �n, sont positives. On va
montrer que 1

�1
; : : : ; 1

�n
sont les valeurs propres de A�1:

Comme A est une matrice hermitienne, il existe une matrice unitaire P telle
que P �AP = D, o�u D est une matrice diagonale.

Comme det(P �)det(P ) = 1,

det(A� �I) = det(P �)det(A� �I)det(P )

= det (P �(A� �I)P )

= det (P �AP � �P �P )

= det(D � �I);
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donc D a les nombres �1; : : : ; �n sur la diagonale. Alors

I = P �P = P �AA�1P = P �APP �A�1P = D(P �A�1P ):

C�a signi�e que P �A�1P = D�1, et les valeurs propres de A�1 sont exactement les
valeurs propres de D�1 �a savoir 1

�1
; : : : ; 1

�n
.

Exercice 3. Soient A;B 2 Rn�n. On d�e�nit (A;B) := tr(AB) et [A;B] := AB �BA.

1. Montrer que (�; �) est une forme bilin�eaire sym�etrique.

2. Montrer que (�; �) est invariante, c'est-�a-dire 8A;B;C 2 Rn�n on a que

([A;B]; C) + (B; [A;C]) = 0:

3. Montrer que (�; �) est non-d�eg�en�er�ee.
Maintenant on consid�ere

on := fA 2 Rn�n j AT + A = 0g

et
sp2n := fA 2 R2n�2n j AT
+ 
A = 0g

o�u


 =

 
0 In
�In 0

!
2 R2n�2n:

4. Montrer que (�; �)jon et (�; �)jsp2n sont non-d�eg�en�er�ees.

Solution. 1. V�eri�cation imm�ediate �a partir des d�e�nitions.

2. V�eri�cation imm�ediate �a partir des d�e�nitions.

3. Il s'agit d'une cons�equence du calcul qui suit,

(Eij; Ekl) = tr(EijEkl) = �kj�il:

4. Supposons que X 2 on est tel que tr(XY ) = 0 pour tout Y 2 on. En partic-
ulier, on a

0 = tr(X(Eij � Eji)) = 2Xji

pour tout i 6= j. Ceci montre que X = 0 et on conclut que (�; �)jon est non-
d�eg�en�er�ee.

Prenons maintenant X 2 sp2n tel que tr(XY ) = 0 pour tout Y 2 spn. On
observe que

X =

 
A B
C �AT

!
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o�u A;B;C 2 Rn�n et les matrices B et C sont sym�etriques (ceci est vrai pour
toute matrice appartenant �a sp2n). On prend

Y =

 
A0 0
0 �A0T

!

et donc
0 = tr(XY ) = 2tr(AA0)

et comme A0 2 Rn�n est une matrice quelconque on conclut par le point 3
que A = 0. Maintenant on consid�ere

Y =

 
0 0

Eij + Eji 0

!

et donc
0 = tr(XY ) = 2Bij;

ce qui montre qu'on a B = 0. Similairement on prouve que C = 0 et donc
X = 0. La forme bilin�eaire sym�etrique (�; �)jspn est non-d�eg�en�er�ee.

Exercice 4. Soit V un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire h�; �i. On consid�ere
des �el�ements v1; : : : ; vn 2 V et on suppose qu'il existe u 2 V tel que hvi; ui > 0 pour
tout i 2 f1; : : : ; ng et hvi; vji � 0 pour tout i 6= j. Montrer que l'ensemble fv1; : : : ; vng
est libre.

Solution. On suppose par contradiction qu'on est dans la situation suivante

kX
i=1

�ivi =
nX

j=k+1

�jvj

avec �i; �j � 0 et on a au moins un i0 tel que �i0 > 0. Alors

k
kX
i=1

�ivik2 = h
kX
i=1

�ivi;
nX

j=k+1

�jvji =
X
i;j

�i�jhvi; vji � 0:

Ainsi on a
Pk

i=1 �ivi = 0 et par la suite

0 = h
kX
i=1

�ivi; ui =
kX
i=1

�ihvi; ui � �i0hvi0; ui > 0;

ce qui est contradictoire.

Exercice 5. Soit V un espace vectoriel r�eel muni d'un produit scalaire h�; �i et soit
fv1; : : : ; vng une base de V . On suppose que hvi; vji � 0 pour tout i 6= j et qu'il
existe x; y 2 V tel que hx; vii > 0 et hy; vii > 0 pour tout i 2 f1; : : : ; ng. Montrer que
hx; yi � 0.
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Solution. On suppose par contradiction que hx; yi < 0 et on applique l'exercice 2
avec u = x �a l'ensemble fv1; : : : ; vn;�yg. Comme fv1; : : : ; vng est d�ej�a une base de
V , on obtient une contradiction.

Exercice 6. Soient les vecteurs

u =

0
BBB@
2
2
2
2

1
CCCA ; v1 =

0
BBB@
0
1
0
1

1
CCCA ; v2 =

0
BBB@
�1
1
0
0

1
CCCA ; v3 =

0
BBB@
�1
0
1
0

1
CCCA :

Quelle est la distance entre u et V = spanfv1; v2; v3g? La distance entre u et V est

dist(u; V ) = min
v2V

ku� vk;

o�u la norme k � k est par rapport au produit scalaire ordinaire.

Solution. Soit V = spanfv1; v2; v3g. La distance entre un vecteur u et un sous-espace
V est par d�e�nition minv2V ku� vk. En posant

A = (v1; v2; v3) =

0
BBB@
0 �1 �1
1 1 0
0 0 1
1 0 0

1
CCCA ;

on obtient spanfv1; v2; v3g = fAxj x 2 R3g, donc minv2V ku� vk = minx2R3 ku� Axk.
On sait du cours que la solution x? du syst�eme ATAx = ATu est un vecteur tel que
ku� Axk est minimis�ee. Donc il su�t de r�esoudre ce syt�eme et alors kAx? � uk
est la r�eponse voulue.

ATA =

0
B@2 1 0
1 2 1
0 1 2

1
CA ; ATu =

0
B@40
0

1
CA ;

(ATA)�1 =

0
B@

3
4

�1
2

1
4

�1
2

1 �1
2

1
4

�1
2

3
4

1
CA ; (ATA)�1ATu = x? =

0
B@ 3
�2
1

1
CA :

Ainsi,

kAx? � uk =












0
BBB@
1
1
1
3

1
CCCA�

0
BBB@
2
2
2
2

1
CCCA










=












0
BBB@
�1
�1
�1
1

1
CCCA










= 2

est la r�eponse voulue.

Preuve alternative: On applique le proc�ed�e de Gram-Schmidt sur v1; v2; v3; u
pour obtenir une base orthogonale v01; v

0
2; v

0
3; u

0. Alors, u = u0+x, o�u x 2 span(v1; v2; v3)
et ku0k = dist(u; V ) comme expliqu�e dans le polycopi�e.
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Exercice 7. Soit K un corps et A 2 Kn�n. On note p(z) := det(A � zI) son polynôme
caract�eristique qui est de la forme

p(z) =: a0 + a1z + � � �+ anz
n:

�A l'aide de la formule de Leibniz, montrer les propositions suivantes :

1. a0 = det(A),

2. an = (�1)n,
3. an�1 = (�1)n�1Tr(A),

4. an�k = (�1)n�k P
I�f1;:::;ng

jIj=k

det(AI),

pour 1 � k � n, et o�u AI est la sous-matrice obtenue en extrayant les lignes et
les colonnes de A d'indice dans I.

Indication pour la question 4 : �ecrire, pour une permutation � 2 Sn,

nY
i=1

(A� zI)i;�(i) =
nY
i=1

(Ai;�(i) � z�i;�(i)) =
X

I�f1;:::;ng

Y
i2I

Ai;�(i)

Y
j =2I

(�z�j;�(j)):

Solution. 1. En �evaluant p(z) en 0, on trouve

a0 = a0 + a1 � 0 + : : :+ an � 0 = p(0) = det(A):

2. On observe que

p(z) = det(A� zI)

=
X
�2Sn

sign(�)
nY
i=1

(A� zI)i;�(i)

=
X
�2Sn

sign(�)
nY
i=1

(Ai;�(i) � z�i;�(i))

est un polynôme de degr�e au plus n. On �xe un �el�ement � et on consid�ere le
polynôme p�(z) := sign(�)

Qn
i=1(Ai;�(i)�z�i;�(i)). Si � n'est pas �egal �a l'identit�e,

il existe au moins deux indices distincts k; l 2 f1; : : : ; ng tel que �(k) 6= k et
�(l) 6= l (par exemple on peut choisir l = �(k)). Ceci implique que �k;�(k) =
�l;�(l) = 0 et que p�(z) est un polynôme de degr�e au plus n�2. Ainsi seulement
pour � = id on trouve que p�(z) est de degr�e n. Pour trouver le coe�cient
an il su�t alors d'observer

pid(z) = sign(id)
nY
i=1

(Ai;i � z�i;i) =
nY
i=1

(Ai;i � z) = (�1)nzn + : : :

On trouve an = (�1)n.
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3. Dans la question pr�ec�edente on a montr�e que pour � 6= id le polynôme p�(z)
est de degr�e au plus n� 2. Ainsi pour d�eterminer le coe�cient an�1 il su�t
�a nouveau de consid�erer

pid(z) =
nY
i=1

(Ai;i � z) = (�1)nzn + (�1)n�1(A1;1 + : : :+ An;n)z
n�1 + : : :

On trouve an�1 = (�1)n�1(A1;1 + : : :+ An;n) = (�1)n�1Tr(A).

4. D'abord on introduit la notation suivante pour simpli�er nos calculs: [n] :=
f1; : : : ; ng. En plus on remarque que

nY
i=1

(bi + ci) =
X
I�[n]

0
@Y
i2I

bi
Y
i=2I

ci

1
A :

Ceci implique pour la formule de Leibniz

det(A� zI) =
X
�2Sn

sign(�)
nY
i=1

(A� zI)i;�(i)

=
X
�2Sn

sign(�)
X
I�[n]

Y
i2I

Ai;�(i)

Y
i=2I

(�z�i;�(i))

=
X
I�[n]

(�1)n�jIj X
�2Sn

sign(�)
Y
i2I

Ai;�(i)

Y
i=2I

z�i;�(i):

Si on �xe I � [n] et � 2 Sn on observe que le dernier produit est nul si � ne
�xe pas tous les �el�ements de [n] n I. Donc il su�t de consid�erer les �el�ements
de Sn qui �xent [n] n I dans la somme. Donc on aX

I�[n]

(�1)n�jIj X
�2Sn

sign(�)
Y
i2I

Ai;�(i)

Y
i=2I

z�i;�(i)

=
X
I�[n]

(�1)n�jIjzn�jIj X
�2SI

sign(�)
Y
i2I

Ai;�(i):

Mais comme det(AI) =
P

�2SI sign(�)
Q
i2I Ai;�(i), on obtient

p(z) =
X
I�[n]

(�1)n�jIjzn�jIjdet(AI)

=
nX

k=0

X
I�[n];jIj=k

(�1)n�kzn�kdet(AI)

=
nX

k=0

zn�k
X

I�[n];jIj=k

(�1)n�kdet(AI)

Ainsi on trouve que

an�k =
X

I�[n];jIj=k

(�1)n�kdet(AI) = (�1)n�k X
I�[n];jIj=k

det(AI):
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Exercice 8. Soit K un corps et A 2 Km�n; B 2 Kn�m avec m � n. On pose pM le
polynôme caract�eristique d'une matrice M .

1. Montrer que

 
Im �A
0 In

! 
AB 0
B 0n

! 
Im A
0 In

!
=

 
0m 0
B BA

!
.

2. En d�eduire que pBA(�) = (�1)n�m�n�mpAB(�) et donc que les valeurs propres de
BA sont exactement les valeurs propres de AB (avec multiplicit�es �egales) avec
n�m z�eros en plus.

3. En comparant les coe�cients de �n�m, et �a l'aide de l'exercice 8, en d�eduire la
formule de Cauchy-Binet

det(AB) =
X

I�f1;:::;ng
jIj=m

det(A[m];I) det(BI;[m]):

Solution. 1. Calcul imm�ediat.

2. D'apr�es le r�esultat pPMP�1 = pM , et comme

det

 
A 0
B C

!
= det(A) det(C);

on d�eduit de la question 1 la relation

pAB(t)t
n = tmpBA(t):

3. Le coe�cient en �n�m de �n�mpAB(�) est le coe�cient constant de pAB, c'est-
�a-dire det(AB). L'exercice 8 conclut en remarquant que

(BA)I = BI;[m]A[m];I :

Exercice 9. Soit a1; : : : ; am 2 Rn des vecteurs unitaires et deux �a deux orthogonaux par
rapport au produit scalaire standard.

Posons A 2 Rn�m la matrice dont les colonnes sont les faigmi=1, et � : Rn ! Im (A)
la projection orthogonale sur l'espace span(faigmi=1). Par d�e�nition,

�(v) = arg min
u2Im (A)

ku� vk:

1. Montrer que m � n �a l'aide de l'exercice 4 de la s�erie 6.

2. Montrer que �(v) =
Pm

i=1hv; aiiai �a l'aide de l'exercice 5 de la s�erie 6. En d�eduire
que � est une application lin�eaire : �(v) =Mv dans la base canonique pour une
certaine matrice M 2 Rn�n de rang m.

3. Montrer que M = AAT .

7



Solution. 1. Les m vecteurs sont lin�eairement ind�ependants dans un espace de
dimension n. On a donc forc�ement m � n.

2. On compl�ete les colonnes de A en une base orthonormale grâce �a Gram-
Schmidt. On obtient une base orthonormale fa1; : : : ; am; b1; : : : ; bn�mg. Par
l'exercice 5 de la s�erie 6, on a

v =
mX
i=1

hv; aiiai +
n�mX
i=1

hv; biibi 8v 2 Rn;

et on a toujours

u =
mX
i=1

�iai 8u 2 Im (A):

pour des coe�cients �i.

Le th�eor�eme de Pythagore donne alors ku�vk2 = Pm
i=1(hv; aii��i)

2+
Pn�m

i=1 hv; bii2.
L'unique choix de coe�cients �i et donc de vecteur u qui minimisent cette
norme est bien �i = hai; vi, ce qui conclut.

3. En manipulant l'expression obtenue pr�ec�edemment, on obtient

�(v) =
mX
i=1

hv; aiiai =
mX
i=1

aihai; vi;

=
mX
i=1

aia
T
i v;

=

 
mX
i=1

aia
T
i

!
v:

Il ne reste plus qu'�a bien v�eri�er que
Pm

i=1 aia
T
i = AAT .

Exercice 10. On consid�ere cette fois-ci une matrice A 2 Rn�m dont les colonnes sont sup-
pos�ees lin�eairement ind�ependantes. On consid�ere �a nouveau le cas du produit scalaire
standard.

1. Montrer que ker(ATA) = f0g et donc que ATA est inversible.

Soit � : Rn ! Im (A) la projection orthogonale sur Im (A), et soit A = A�R la
d�ecomposition QR de A (corollaire 5.9 des notes du cours).

2. Montrer que R est inversible et donc que � co��ncide avec la projection orthogonale
sur Im (A�). D�eduire de l'exercice pr�ec�edent que � = A�(A�)T .

3. Montrer que ATA = RTR.

4. Conclure que � = A(ATA)�1AT .

Solution. 1. Pour un x 2 ker(ATA), on a ATAx = 0, et donc aussi xTATAx = 0.
Par suite, kAxk2 = 0 et alors Ax = 0. Or les colonnes de A on �et�e suppos�ees
lin�eairement ind�ependantes, et donc x = 0 est l'unique solution.
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2. La matrice R est triangulaire sup�erieure, et les �el�ements de sa diagonale
sont des normes de vecteurs non nuls. Son d�eterminant est donc non nul
et R est inversible. Il suit en particulier que Im (A) = Im (A�). L'exercice
pr�ec�edent donne directement � = A�(A�)T .

3. On a directement AAT = RT (A�)TA � R. De plus, les colonnes de A� �etant
orthonormales, on en d�eduit imm�ediatement (A�)TA� = I, d'o�u le r�esultat.

4. En partant de la relation � = A�(A�)T , et comme R est inversible, on trouve

� = A�(A�)T = AR�1R�TAT = A(RTR)�1AT = A(ATA)�1AT ;

comme souhait�e.

Exercice 11. Soit h�; �i le produit scalaire standard dans Rn. Trouver une factorisation
A = A�R du corollaire 5.9 des matrices suivantes:

A1 =

0
BBB@
1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1

1
CCCA 2 R4�3; A2 =

0
BBBBBBBB@

1 0 � � � 0

1 1
. . .

...

0 1
. . . 0

...
. . . . . . 1

0 � � � 0 1

1
CCCCCCCCA
2 R(n+1)�n:

Solution. Nous trouvons une factorisation de A2, ce qui nous donne une factorisa-
tion de A1 lorsque n = 3.

On utilise le proc�ed�e de Gram-Schmidt et on d�emontre la forme g�en�erale de
la factorisation par r�ecurrence.

Soient v1; : : : ; vn les colonnes de A = A2 et u1; : : : ; un les vecteurs obtenus par
Gram-Schmidt. Si i � j + 2, on a vi ? v1; :::; vj et donc vi ? u1; :::; uj aussi,
car span (v1; :::; vk) = span (u1; :::; uk) pour tout k. L'orthogonalisation de Gram-
Schmidt peut donc être simplif�ee:

u1 = v1

uj+1 = vj+1 �
vTj+1uj

kujk2
uj; 1 � j � n� 1

Nous montrons par r�ecurrence que

(uj)i =

8>>><
>>>:

(�1)i+j

j
i � j

1 i = j + 1

0 i > j + 1

:

Pour j = 1, c'est vrai. Supposons que c'est vrai pour un j � 1. On obtient
kujk2 = j+1

j
et donc le coe�cient de Fourier

vTj+1uj

kujk2
= j=(j + 1):
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On a

(uj+1)i =

 
vj+1 �

vTj+1uj

kujk2
uj

!
i

=

 
vj+1 � j

j + 1
uj

!
i

=

8>>>>><
>>>>>:

0� j
j+1

(�1)j+i

j
i � j

1� j
j+1

i = j + 1

1� 0 i = j + 2

0 i > j + 2

=

8>>><
>>>:

(�1)(j+1)+i

j+1
i � j + 1

1 i = j + 2

0 i > j + 2

:

La matrice R00 est

R00
i;j =

8>><
>>:
1 i = j
j

j+1
i = j � 1

0 autrement

:

Nous avons A = A00R00 comme d�esir�e. A�n de normaliser les colonnes de A00, nous
multiplions la j-i�eme colonne uj de A00 par kujk�1 et la j-i�eme ligne de R00 par
kujk. Ceci nous donne

A00R00 = A00

0
BB@
ku1k�1

. . .

kunk�1

1
CCA

| {z }
=:A0

0
BB@
ku1k

. . .

kunk

1
CCAR00

| {z }
R0

:

Finalement, on a

A0
i;j =

8>>><
>>>:
(�1)i+j (j(j + 1))�1=2 i � jq

j
j+1

i = j + 1

0 autrement

et

R0
i;j =

8>>><
>>>:

q
j�1
j

i = j � 1q
j+1
j

i = j

0 autrement

:

Pour la matrice A1, ceci implique que

A1 =

0
BBB@
1 0 0
1 1 0
0 1 1
0 0 1

1
CCCA =

0
BBBBBB@

q
1=2 �

q
1=6

q
1=12q

1=2
q
1=6 �

q
1=12

0
q
2=3

q
1=12

0 0
q
3=4

1
CCCCCCA

0
BBB@
p
2

q
1=2 0

0
q
3=2

q
2=3

0 0
q
4=3

1
CCCA :
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Exercice 12. (*) Le but de cet exercice est de montrer l'in�egalit�e d'Hadamard, c'est-�a-
dire

jdet(A)j �
nY
i=1

kaik2;

pour A 2 Rn�n dont les colonnes sont a1; : : : ; an.
Soit A0 la matrice dont les colonnes sont a�1; : : : ; a

�
n, les vecteurs non-normalis�es

issus de l'orthogonalisation de Gram-Schmidt sur les colonnes de A. On rappelle la
d�ecomposition A = A0S, o�u S est triangulaire sup�erieure de diagonale 1.

1. Montrer que det(S) = 1 et que det(A) = det(A0) = �Qn
i=1 ka�ik2.

2. Montrer que ka�ik � kaik 8i = 1; : : : ; n, et conclure.

Supposons de surcrô�t que les coe�cients de A soient tous born�es absolument par
M 2 R+ : jAijj �M 8i; j. D�eduire de l'in�egalit�e d'Hadamard que jdet(A)j �Mnnn=2.

Solution.
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