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Algebre linéaire avancée Il
printemps 2025

Série 7 — Corrigé

L’exercice marqué d’un (+) sert d’introduction a la série, tandis que celui marqué d’une
(*) est plus difficile. Tous les exercices sauf celui marqué d’une (*) seront corrigés.
La correction sera postée sur Moodle 2 semaines apres. Les solutions des exercices
(*) et (4) seront discutées dans les séances d’exercices du mardi d’aprés et d’avant
respectivement. Un des exercices (*) sera une question ouverte de ’examen final.

Exercice 1. (+) Soit A € C**" une matrice hermitienne et soit A une valeur propre de
A. Montrer que X est réelle.

Solution. Pour x un vecteur propre assocté a la valeur propre A on a que

Az = (Ar)Tz
= (4z)"z
= zTATz

2T AT
= zTA*z
= zTAz
= 27z

= A’z

Comme zTZ #0, on a A = A, donc A € R.

Exercice 2. Soit A € C™*™ une matrice hermitienne et u,v € C™ deux vecteurs propres
associés a des valeurs propres différentes. Montrer que u et v sont orthogonaux par
rapport au produit hermitien standard.

Solution. Soient u,v des vecteurs propres de A associés auz valeurs A # u. Alors
' = (uw)'o
(Au)Tv
= w4y
= ulAv
= u'nw
= '

Or comme u est réel par l’exercice précédent, l'inégalité \ # i permet de conclure.
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Exercice 3. Contraposée du théoréme spectral.
Soit (.,.) le produit hermitien standard sur C ({z,y) = 27F), et soit A € C**™ une
matrice diagonalisable telle que :

i) chaque valeur propre est réelle, et

ii) pour tout couple (u, v) de vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes,
(u,v) = 0.
Montrer que A se diagonalise dans une base orthonormale. En déduire que A est
hermitienne.

Solution. Nous savons que A se diagonalise, et que les espaces propres différents
sont deuz & deux orthogonauz grdce a la seconde hypothese.

Il s’agit donc uniquement de trouver une base orthonormale de chaque espace
propre afin que leur concaténation donne une base orthonormale de C™ de vecteurs
propres de A. Pour cela, on applique simplement Gram-Schmaidt sur des bases
quelconques de chaque espace propre.

Cect nous donne

A= PDP!
avec P la matrice de vecteurs propres choisis, et D la matrice diagonale des
valeurs propres correspondantes. Par orthonormalité dans C, on a PTP = I, et
donc

A= PDP*.
Comme les valeurs propres ont été supposées réelles, A est hermitienne car

A* = (PDP*)* = PD*P* = A.

Exercice 4. Soit A la matrice hermitienne
3 2—-1 =%
A=1241 0 1-—12
3t 1+ O
Trouver une matrice unitaire P € C3*3 telle que P*AP est une matrice diagonale.

Solution. Le polynéme caractéristique de A est
p(z) =det(A—zI)=(z+1)(z — 6)(z + 2).

Les valeurs propres de A sont donc —1,6 et —2. On trouve les bases des espaces
propres

-1

)\1:—1: b]_: 1+2'L
|1

[1— 2117

Ay =6 by = | 6— 9
13

[1+ 31

}\3:—2: b3: —2—1
|5




Les vecteurs by, by, by sont deuz-a-deuzr orthogonaux, parce que les valeurs propres
sont distinctes. Il reste a les normaliser et on obtient

-1

1 :
p1:b1/||b1||:7 1"‘2’&
VTl
1 1—212
Do =bo/||ba]| = —=—= | 6 — %
V728 13
1 1432
p3 = bs/||bs]| = —= | -2 —1

v/ 40 5

On obtient la matrice unitaire

et on peut vérifier que

~10 0
P*-A-P=|0 6 0
0 0 —2

Exercice 5. Soit U € R™*" (resp. U € C™*™) tel que les colonnes de U forment une base
orthonormale par rapport au produit scalaire standard (resp. par rapport au produit
hermitien standard).

1. Montrer que U est une matrice orthogonale (resp. unitaire).

2. Montrer que les lignes de U forment une base orthonormale de R™ (resp. C").

Solution. Le cas réel est un cas particulier du cas complexe. On prouve donc
uniquement le cas compleze.

Soit donc U € C™", U = (ul un), u; € C* Vi tels que les colonnes
{u1,...,un} de U forment une base orthonormale par rapport au produit hermi-
tien standard, c’est-a-dire

1lst1=7
ui UG = .
0 sinon.

On a alors que

UU = : -(ul un):In

Ceci implique que U est inversible d’inverse U~! = U*, i.e. U est unitaire. En
particulier, si on écrit
T
Ui
U=|:
U



ot vl est la i-éme ligne de U, on a que
vl
L, =UU*=| : ~(le m)
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ce qui est équivalent a

oTo — ls11=
Ty = /
¢ 0 sinon.

L’ensemble des lignes {vi,...,v,} de U forme donc un ensemble orthonormal. En
particulier, c’est un ensemble libre et donc une base du C-espace vectoriel C™ (et
s1 U € R**™, c’est ausst une base du R-espace vectoriel R™).

Exercice 6. Soit A € C™*™ une matrice hermitienne et inversible. Montrer que si toutes
les valeurs propres de A sont positives, alors toutes les valeurs propres de A ! sont
aussi positives.

Solution. Supposons que les valeurs propres de A, A1, ..., A, sont positives. On va

1 1 —1.
montrer que 5:,...,5. sont les valeurs propres de A"

Comme A est une matrice hermaitienne, il existe une matrice unitaire P telle
que P*AP = D, ou D est une matrice diagonale.
Comme det(P*)det(P) =1,

det(A— AI) = det(P*)det(A — \)det(P)
= det(P*(A— AI)P)
= det(P*AP — AP*P)
— det(D — AI),

donc D a les nombres Ay,..., A, sur la diagonale. Alors
I =P*P=P*AA™'P = P*APP*A™'P = D(P*A™'P).

Ca signifie que P*A P = D1, et les valeurs propres de A~! sont exactement les

-1 A : 1 1
valeurs propres de D™ a4 savoir 5o,..., 5. -

Exercice 7. Soit K un corps et A € K™*™. On note p(z) := det(A — zI) son polyndme
caractéristique qui est de la forme
p(z) =tap+a1z+---+az"
A 'aide de la formule de Leibniz, montrer les propositions suivantes :
1. ag = det(A4),

2. a, = (1),



3. Qp_1 = (_1)nilTr(A)’
4. ap = (—1)n_k > det(AI)’

IC{1,..n}
\I|=k

pour 1 < k < n, et ou A; est la sous-matrice obtenue en extrayant les lignes et
les colonnes de A d’indice dans I.

Indication pour la question 4 : écrire, pour une permutation o € S,

[T(A=2D)iop) = [[(Aio) — 20i0)) = D [ Aiew [[(—28;00))-
i=1 i=1 IC{1,..,n} i€l j¢I
Solution. 1. En évaluant p(z) en 0, on trouve

ap=ag+a;-0+...4+a,-0=p(0) = det(A4).

2. On observe que
p(z) = det(A — 2I)

= > sign(@) [ [(A— 2D)ints

C"ESn =1
= Z sign(o) H(Ai,a(i) — 285 ,0(1))
O'ES'n. =1

est un polyndéme de degré au plus n. On fize un élément o et on considére le
polynéme p,(z) 1= sign(o) T, (Aso(i) — 20 0(i)). St o n'est pas égal a l'identité,
il eziste au moins deuzx indices distincts k,l € {1,...,n} tel que o(k) # k et
o(l) #1 (par exzemple on peut choisir | = o(k)). Cect implique que i ox) =
1,00) = 0 et que p,(2) est un polyndme de degré au plus n—2. Ainsi seulement
pour o = id on trouve que p,(z) est de degré n. Pour trouver le coefficient
an il suffit alors d’observer

pid(z) = szgn(zd) ﬁ(Ai,i — 251'71‘) = ﬁ(Am‘ — Z) = (—1)”2” —+ ...

i=1
On trouve a, = (—1)".
3. Dans la question précédente on a montré gque pour o # id le polynéme p,(z)

est de degré au plus n — 2. Awnst pour déterminer le coefficient a,_1 il suffit
a nouveau de considérer

n

) = T[4y~ 2) = (82" + (-0 A )

=1

On trouve an_y = (=1)" (A1 + ... + Anp) = (—1)" 1 Tr(A4).



4. D’abord on introduit la notation suitvante pour simplifier nos calculs: [n] :=
{1,...,n}. En plus on remarque que

[lbte)= ¥ (Hhﬂa)-

=1 IC[n] \i€I ¢l

Cect implique pour la formule de Leibniz

n

det(A—zI) = 3 sign(o) [T(A— 21}

UESn

=1
= > sign(o) > [[Aiew [[(—28i0)
IC[n]

oESn n)iel gl

= > (=)~ ST sign(o) [T Aie [ 1 2600
1]

oESn iel gl

Si on fize I C [n] et 0 € S, on observe que le dernter produit est nul st o ne
fize pas tous les éléments de [n]\ I. Donc il suffit de considérer les éléments
de S, qui fizent [n]\ I dans la somme. Donc on a

S (=137 sign(o) [] Aoy [ 1 2600

IC[n] oESn el g
= S (=1 21T sign(o) [T Asi)-
Ig[n] oEST 1€l

Mais comme det(A;) = Y ,es, 5190(0) [1icr Aio(i), on obtient
p(z) = > (~1)* Mz Mdet(Ar)
1C[n]
=3 > ()R Mdet(Ar)
=>"2"% 3 (=1)"*det(Ar)

k=0 ICIn]|I|=k

Awnst on trouve que

k= . (1) *det(A;)=(-1)"" > det(Ar).

IC[n],|I|=F IC[n],|I|=k

Exercice 8. Soit K un corps et A € K™ B € K™™ avec m < n. On pose py le
polyndéme caractéristique d’'une matrice M.

1. Montrer que [ ™ —A\(AB 0} ([n A} _ (0n O
' ™ lo )\ B 0.)\0 1.)T\B BA)
2. En déduire que ppa(A) = (—1)" ™A" "pap(A) et donc que les valeurs propres de

BA sont exactement les valeurs propres de AB (avec multiplicités égales) avec
n — m zéros en plus.



3. En comparant les coefficients de A" ™, et a 1’aide de 'exercice 7, en déduire la
formule de Cauchy-Binet

det(AB) = Z det(A[m],_r) det(B_r’[m}).

Solution. 1. Calcul tmmédiat.

2. D’apres le résultat ppyrp-1 = P, €t comme

det <g g) — det(A4) det(C),

on déduit de la question 1 la relation
pap(t)t" = t"ppa(t).

3. Le coefficient en A" ™ de \* ™p4p(A) est le coefficient constant de pag, c’est-
d-dire det(AB). L’exzercice 7 conclut en remarquant que

(BA)r = Br,jmAjm),1-

Exercice 9. Soit K un corps, V un K-espace vectoriel et soit f : V — V une application
linéaire supposée diagonalisable.

Définition : un sous-espace vectoriel W C V est dit tnvartant par f si f(W) C W.

Soit W un sous-espace de V' invariant par f. Montrer que la restriction de f a W,
fiw : W — W, est également diagonalisable. !

Solution. Il est d’abord clair qgue @, (Ex N W) est bien une somme directe car @, E,
en est une.

De plus, linclusion @, (ExNW) C W est également immédiate. Montrons
donc l'inclusion tnverse.

Soit w e W. Décomposons w comme somme de vecteur propres

w=> v,
>\

ou vy € E. Nous cherchons a démontrer que vy, € W pour chaque A.
Indezons les valeurs propres (toutes distinctes) A\, avec ¢+ = 1,...,k. Remar-
quons que l’expression

k-1

f(w) — )\kw = Z()\z — )\k)’Ui cW

=1

'Remarquez que V = D, Ex, ou les E\ sont les différents espaces propres. Montrez que W =
D, (Exnw).



car W est invariant par f.

La somme comprend désormais un vecteur de moins qu’avant, et les coeffi-
cients devant ceuz-ci sont tous non nuls.

On peut désormais réappliqguer f — Ay _11d (id est Uapplication identité) pour
faire disparaitre vy_1. En fait, en répétant le processus,

=2

(H(f - )\jid)> (w) = [TOw = Aj)vs € W.

Il suit que v, € W. Plus généralement, on peut considérer l’application
— Ajid
(H (f)\ J)\z )> (w) = v,
T2

qut implique que v; € W Vi.
Une démonstration par récurrence sur le nombre de vecteurs de la décomposition
de w peut également étre faite.

Exercice 10. Soient K un corps, V un K-espace vectoriel et f, g deux endomorphismes
sur V.

Définition : deux applications linéaires f,g sont stmultanément diagonalisables s’il
existe une base commune de vecteurs propres de f et g.

Montrer que si f et g sont simultanément diagonalisables, alors f et g commutent.

Solution. Dans la base commune B = {by,...,b,} de vecteurs propres de f et g,
associés aux valeurs A; et u; respectivement pour chaque i, on a simplement

(fo 9)(i a;b;) = f(i a;ib;),

= Z Qi phiAsb;,

=1

=(go f)(zj: a;b;).

Exercice 11. (*) Montrer la contraposée de l’exercice 10 : si f et g sont diagonalisables
et commutent, alors f et g sont simultanément diagonalisables.

Solution.



