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Analyse avancée 11 — Série 6B

Echauffement. (Produits scalaires et normes induites)

Un produit scalaire (., .) sur un espace vectoriel réel V' est une fonction de V' x V dans R,
(u,v) — (u,v), qui satisfait :

i) (symétrie) Yu,v € V, (u,v) = (v,u).
i) (bi-linéarité) Yu,v,w € V, Vo, € R, (au + v, w) = a{u, w) + F{v, w).
iii) (positivité) Yu € V., (u,u) > 0 et (u,u) =0 < u=0.

Montrer que la fonction || |: V — R, u — |lu| := (u,u)z définiec une norme sur V. Cette
norme est appelée la norme induite par le produit scalaire.

Exercice 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Soit V' un espace vectoriel, (., .) un produit scalaire et || || la norme induite. Démontrer
I'inégalité de Cauchy-Schwarz, ¢’est-a-dire |(u, v)| < ||lu||||v]l.

Exercice 2. (Espaces métriques)

Soit V' un espace vectoriel et || || une norme sur V. Montrer que la fonction d: V' x V' — R,
(u,v) — d(u,v) := M=ol définie une distance sur V.
L+ Jlu—wol’

Exercice 3. (Sous-ensembles de R")
Soit X := { r,y) € R?: 2% + 9y > 1} U {(0,0)}. Donner explicitement les ensembles suivants :

X X, 0X, I'ensemble des points isolés de X et I'ensemble des points d’accumulation de X.
Justifier vos réponses a partir des définitions.

Exercice 4. (Sous-ensembles de R")

Soient les ensembles suivants :

Q= {(z1,22) € R*: 1<m1+w2<16}

Qo = {(z1,22) € R®: 2} — a3 =1},

Q3 = {(xl,x2)€R2 0<z <1, sm( )<x2<2}

Q= {(a:l,xQ)ERz:(xleQ 0<x; <1, 1<a:2<5)v(x1¢Q,O<x1<1,0<x2<5)},
Qs = {(a:l,xQ)ERz x1+x2<1}u{x1,x2)6R2 (1—x1)2+(1—x2)2<1}.

Pour chacun des ensembles décider s’il est ouvert ou fermé ou ni ouvert ni fermé, s’il est borné
ou non, et déterminer le bord. Justifier les réponses a partir des définitions.



