EPFL - Printemps 2025 Prof. Zs. Patakfalvi
Anneaux et Corps Exercices
Série 5

Les exercices indiqués par une étoile x sont optionnels.
Exercice 1.

Entiers de Gauss.

1. Comme vu en cours, I'anneau Z[i] est euclidien avec N (a+ib) = |a+ib|?. Pour a,b € Z[i],a # 0
on appelle une égalité de la forme b = aq + r, avec q,r € Z[i] et N(r) < N(a) une division
avec reste. Effectuer la division avec reste de 5 + 5¢ par 4 + 2¢ et montrer que les quotients
et restes de la division dans Z[i] ne sont pas uniques.

2. Les entiers de Gauss 2,3 et 5 sont-ils irréductibles dans Z[i]? Et 2i et 2 — 3¢7
3. Montrer que le quotient Z[i]/(3) est un corps de cardinalité 9.
4. Soit p un nombre premier. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents.
(a) L’entier p n’est pas irréductible dans Z[i].
(b) Tl existe a,b € Z avec p = a® + b%.
(¢) (x) p=2oualorsp=1 mod 4.

Exercice 2.
27
Entiers d’Eisenstein. Soit w = e3 et Z[w] 'anneau des entiers d’Eisenstein.

1. Montrer que N(a+bw) = a? —ab+b? coincide avec le module au carré dans le plan complexe
de a + bw.

2. Montrer que N(a + bw) = a® — ab + b? munit Z[w] d’une fonction euclidienne. On s’inspirera
de exemple 3.7.4.(3).

3. Trouver les éléments inversibles de Z[w] (quelle est leur norme?).
Exercice 3.

L’anneau Z[iv/5].

1. Montrer que le polynéme 3 + 2t + 2t2 est irréductible sur Z[i\/g], mais pas sur le corps des
fractions de Z[iv/5]

2. Généralisation. Soient a,b,c,d des éléments irréductibles non associés d’'un anneau com-
mutatif et intégre A tels que ab = ed. Calculer (a + ct)(b + ct) et conclure que le polynéme
d+ (a + b)t + ct? est irréductible sur A, mais pas sur son corps des fractions K.

3. Montrer que la norme n’est pas une fonction euclidienne sur Z[iv/5].

Exercice 4.
En s’inspirant de I'exemple 3.7.4.(3), montrer que Z[iv/2] est Euclidien.

Exercice 5.
Idéaux dans un anneau de polynémes.

1. Décrire tous les idéaux premiers et tous les idéaux maximaux de C[t] et de R[¢].

Pour R[t], montrez d’abord en utilisant que C est algébriquement clos et que les racines d’un
polynéme réel sont closes par conjugaison™, qu’un polynéme de R[t] se décompose toujours
comme produits de polynémes dans R[t] de degré au plus 2.

*En effet si f(t) est a coefficient réels, alors f(t) = f(t) et donc si f(t) = [[(t — \i) dans C[t] alors on voit que
I’ensemble des racines est stable par conjugaison.



2. Soit K un corps et a € K. Montrer que (t — a) est un idéal premier de K]s,t|, mais non
maximal. Ainsi K[s,t] est un anneau factoriel mais pas principal.

3. Montrer que I'anneau quotient C[s,¢]/(s — t?) est principal

4. Polyndéme d’interpolation de Lagrange. Soit K un corps, ai,...,a, des éléments de K
distincts et by, ..., b, € K. Montrer qu’il existe un polynéme f € K|[t] de degré au plus n —1
tel que f(a;) = b; pour tout 1 <i <mn.

Exercice 6.
Trouver tous les idéaux de Z[i] qui contiennent I'idéal (5) et tous les idéaux de Z[i] qui contiennent
Iideéal (2).

Exercice 7 (Une équation diophantienne, (x)).
L’objectif de cet exercice est de trouver toutes les paires (z,y) € Z? telles que x? + 2 = 33. Nous
allons procéder ainsi.

Fixons z,y € Z tel que z2 + 2 = 3.

1. Montrer que 2 ne divise pas x.

2. Montrer que pgdc(x + iv/2,x —iv/2) = 1 dans I'anneau Z[iv/2].

3. Utilisez que Z[iv/2] est factoriel pout montrer qu'il existe z € Z[iv/2] tel que z 4 iv/2 = %23,

4. En déduire toutes les solutions de I’équation z? + 2 = y> & valeur dans Z.



