Cours Euler — 2e Corrigé 22 20242025

Exercice 1. Comme au cours, définissons la suite (2, )nen par 2o = 1 et x,11 = azp, (et on a x,, = a™). Si cette
suite converge, alors sa limite x satisfait © = az, c’est-a-dire (1 — a) = 0. Si a # 1, la seule limite rélle possible
est x = 0. Considérons maintenant les différents cas selon la valeur de a.

e Sia=1, alors (z,)nen est la suite constante 1, et sa limite est z = 1.

e Si —1 < a < 1, on peut définir les suites u,, := —|a|™ et v, := |a|™. Comme 0 < v, <1, on a lirf v, =0
n——+0o0
par un exemple du cours. Donc lim w, = lim (-1)-v, =— lim v, = 0. Comme pour tout n € N, on a
n——+o0 n—-+oo n—-+oo

Uy < 2, < vy, on conclut par le théoréme des deux gendarmes que la suite des a™ converge vers 0.
e Si a = —1, alors la limite n’existe pas (exemple du cours).
e Pour a > 1, montrons que la suite des a™ tend vers +oo. Soit A € R, et définissons b := é qui satisfait

0 <b< 1. Parlecours,ona lim b" =0, donc pour ¢ := %, il existe IV tel que

n—+oo
1

1
—=bt"="-0l<e=— our tout n > N.
0 | | 4 P >
Ceci est équivalent & dire qu’il existe NV tel que a™ > A pour tout n > N, c’est-a-dire lilf a™ = +o0.
n—-—+oo
e Sia < —1, on définit b := |a| > 1, et on considére les sous-suites (a*") et (a?"*1) de (a™). La sous-suite (a*")
est une sous-suite de (b") et qui tend donc vers +oo par le point précédent; la sous-suite (a?"*!) est une
sous-suite de (—b") qui tend vers —oo car
li —b, = i -1)-b,=— 1 = —00.
w70 = BT b= L b= o0
Puisque (a™) a deux-sous-suites qui tendent vers des limites différentes, la suite (a™) diverge (et ne tend ni
vers +00, ni vers —oo).

Exercice 2. Dans cet exercice, afin de ne pas trop alourdir le raisonnement, nous nous permettrons d’étre un

peu moins formel dans les démonstrations par récurrence.

a) o =0,z =1, x5 = 3, x3 = 7. La seule possibilité pour la limite est la solution de I’équation = 2z+1 qui est
—1. Or la suite est minorée par 0 (car g = 0 > 0 et par récurrence, pour n > 1, ona x, = 2x,-1+1>1>0)
donc elle ne peut pas converger. De plus, elle et strictement croissante : en effet, 1 —zg = 1 > 0, et par
récurrence, Ty, — Tp_1 = 2Tp_1 + 1 —2p_1 = xp_1 + 1 > 1 car la suite est minorée par 0. Comme elle ne
converge pas, elle ne peut pas étre majorée, et sa croissance implique alors qu’elle tend vers +o0o par le cours.

b) zy = %, T = %7 Ty = %, T3 = %367. Comme 'équation 22 — 2 + 1 = 0 n’a pas de solution, il n'y a

pas de candidat & la limite; la suite ne converge donc pas. Par contre, elle a lair croissante, vérifions-le :

Tp — Tp_1 = T2_1 — Tp_1 + 1; la fonction quadratique 22 — z + 1 ne s’annule jamais (car A = —3 < 0)

et est donc toujours positive (graphe en “U”). Par conséquent, z, — x,—1 > 0 pour n € N* et la suite est

croissante ; elle n’est pas majorée (sinon, elle convergerait), donc elle tend vers +o0o par un résultat du cours.

c) ¥4 =2, 29 = g, T3 = %, Ty = %. Les solution de I’équation x = % (1: + %) sont 1 et —1. Donc la limite, si

elle existe, est soit 1, soit —1. On montre par récurrence que la suite est minorée par 1 :onaxy =2 >1, et
quel que soit n > 2,

1 1
Ty > 1 <— (mn_l—i- )—120
2 Tn—1
1

= ITp_1-+ —22>0
Tn—1
Tp—1>0
P :c?k1 —2x,1+12>20

= (thn1—-1)%>0 qui est toujours vrai.

De plus la suite est décroissante car xg — x1 = —% < 0, et quel que soit n > 2,
1 1
Tp—Tp1 20 < - (zp_1+ —xp-1 <0
2 Tn—1
1 1
— a —Tn—-1 + S O
2 Tn—-1
1 . .
<~ < Tp_1 toujours vrai car x,_1 > 1,



et ainsi la suite est décroissante. La décroissance et la minoration impliquent la convergence de la suite;
comme les deux seules possibilités pour la limite sont 1 ou —1, on en déduit que la limite est 1.

d) z1 =1, 22 =1, z3 = 1, x4 = 1, cette suite est la suite constante 1, de limite 1.

Exercice 3.

243
a) lim z,= lim T = 2 par le résultat du cours sur les limites de suites rationnelles.
n—+o00 n—+oo ] — =
5 _
b) lim z,= lim -2 = —oo par le résultat du cours sur les limites de suites rationnelles.
n——+o0o n——+oo 10 — =
. 2n —I— 1 . , .. .
¢)Ona lm ————+———=-1et lim = 1 par le résultat du cours sur les limites de suites
2ntlotoo (2n4+1)+1 2n—+oo0 2n + 1
rationnelles.

La suite (x,), oy posséde donc une sous-suite (x2,41),,cy qui converge vers —1, et une sous-suite (x2y,),, cyqui
converge vers 1, des limites différentes : la suite (), .y ne converge pas.

d) On a —ﬁ <z, < ﬁ pour tout n € N*. De plus,

lim = lim lim =v0=0

n~>+oo n——+oo n——+oo n

par lexercice sur les limites de racines de suite et sur le résultat du cours sur la limite de % De méme,
lim =0.
n—+o0o \/ﬁ
Par le théoréme des deux gendarmes, (), . converge vers 0.
e) Comme —1 < cos(z) <1,ona —1 <z, <L Sachantque lim —%=0et lim X =0,ona lim z,=0
n n n—+oo ™ n—+oo ™ n——+o0

par le théoréme des deux gendarmes.

f) Utilisons que n > 0 pour écrire (astuce classique!)

VnZ+6n+n
/2 o — (/12 _ .
n? + 6n n—( n? + 6n n) o n
6

. 6n n _ 6
2+ 8 4+n M 1+ 841 /S04

Comme — pour des suites qui convergent — la limite d’un quotient est le quotient des limites, la limite d’une
constante est une constante, la limite d’une somme est la somme des limites, et la limite d’une racine est la
racine de la limite, on peut écrire

. . 6 6
hrf Ty = llIJIrl = NS =
n—-+oo n—-+oo 6
S+1+1 +
2vn? +1— 1
Exercice 4. On observe(!) que u,, = nt nt . Avec la “technique habituelle” de mise en évidence du

3n
” au numérateur et au dénominateur, on obtient :

n@M1+%—1+%) 0 /142 141
lim u, = lim = lim ==
n—-+oo n—-+oo 3n n——+00 3 3

“terme du plus grand degré

en utilisant que la limite d’un quotient est le quotient des limites, la limite d’une constante est une constante,
la limite d’une somme est la somme des limites, la limite d’un produit est le produit des limites, la limite d’une

racine est la racine de la limite, ainsi que lim 1 =0.
n—+oo ™

Exercice 5. Pour les trois premiers items ci-dessous, on utilise les mémes résultats et astuces que dans les
exercices précédents. Pour le dernier, on procéde comme & I'exemple du cours.

¢ﬁ 3 3

b) lim b, = lim ! .n—i—\/ﬁ: lim M lim n.1+\f 0-1+0:O.
n—+oo notoon —+/n m+./n  noto n2—n  notoon? 1-0



. RV \f VITO
c) lim ¢, = lim *=- = =1
n——+oo n——+o0o \/ﬁ 1+ 1 V140

d) Comme dans ’exemple du cours, on aimerait appliquer le Théoréme des deux gendarmes a la suite (d,,).
Pour cela, considérons I'inégalité n! > 53 qui est vraie pour n = 0, 1,2, 3, et démontrons-la par récurrence
pour n > 4 : linitialisation est vraie car, 4! = 24 > 5 = 5*3; si I’hypothése n! > 573 est vraie, alors

hyp. _3 n+1>5 _3 9
(m+)!=Mm+1)-n! > (n+1)-5" > 5:5"72 =5""2 Donc pour n >0, on a

qn 4n 4\
0<dn7—<52 =25-(=
=5 (5)

Comme la suite constante (0),¢y et la suite de terme général v, = 25 - (%)ﬂ convergent toutes deux vers 0,

ona lim d, =0 par le Théoréme des deux gendarmes.
n—+oo

Exercice 6. En vue des deux premiers items ci-dessous, on calcule ag = 0, a1 = %, as = 1—767 as = %Z? ainsi que

b0:27b1:£7b = 167bd
a) Onacy=c =c =c3= 2. Montrons par récurrence que ¢, = 2 pour tout n € N. Pour n = 0, on a bien
co=2,etsic,=2,0naa,+b, =2et donc

3(an +bp) +2 hyp. 3242

Cntl = Gpy1 + bn+1 = 4 = 4 =2
ce qui conclut la récurrence : ¢, est bien la suite constante (2),en.
b) Onady = 2 di = 3 , do = 9 ,ds = 27 . Montrons par récurrence que d,, = 2 3~ pour tout n € N. Pour n = 0,

comme 2 - 0 =2= do7 llnltlahsatlon est vérifiée. Supposons que d,, = 2 - 4%, et calculons

3(bn — an) hyp. 3- 2% 3n+1

4 T4 T gt

dn+1 - bn+1 — Qp41 =

ce qui conclut la récurrence et prouve que le terme général est bien le bon.

an +bp = cp
—a, +b, =d,
ay = % - (¢n — dy) ; en y substituant les expressions des suites (¢,,) et (d,) obtenues ci—dessus, on trouve

3\" 3\"
an=1—<4> et bn:1+<4> pour n € N.

d) Comme a,, et b, sont respectivement la somme et la différence de 2 suites convergentes (une suite constante
qui converge vers 1, et une suite de terme général 2 - " avec |r| < 1 qui converge vers 0, voir 'Exercice 1 de

cette Série), a, et b, convergent et on a lim a, = lim b, =1.
n——+oo n——+oo

c) En résolvant le systéme { en fonction de ¢, et d,,, on obtient b, = 5 - (¢, + d,,) ainsi que

Exercice 7.

a) Onaag=1,a = =5, a3 = f—g, a3 = —125, et donc bg = —2, by = 7, by = 25, by = }gg On observe que
= —% semble convenir. Vérifions-le (sans recourir a une demonstratlon par récurrence!) :

det. Gnt1 =3 der 320 =3 —da,+12 3a,—4 4 a,—3 4

bn — = . = —— _ —— . bn.
. nt1 D 3a, —4  5a, 5 an 5
b) Le calcul précédent montre que b, = —2 - ( ) De plus, comme a,, — a,b, = 3 par définition de b,, on a
3 3 3.5
Ay = =

T=by B2 GO Bt (-1 2

c) Comme b, = —2-r" avec |r| = 2 < 1, la suite (b,) converge vers 0 par I'Exercice 1 de cette Série. Pour
évaluer la limite de (a,,), utilisons les deux gendarmes et le fait que 5™ —2-4™ < 5"+ (—1)"-2-4™ < 5" 424",

Définissons u,, = 573_% et calculons
5" 3 3
lim u, = lim — - 7 =1 =3.



A pr _ 3.5™
De méme, définissons v, = =5 et calculons

o" 3 3

lim v, = lim — - =1

Comme u,, < a,, < v, pour tout n € N, on a lim a, =3 (et on remarque que les premiers termes de la suite
n—oo
ne nous suggéraient pas du tout ce résultat).

Remarque structurelle. Au début de Uexercice, l’énoncé suggére que la suite (a,,) est bien définie. Mais rien d’autre
que ce sous-entendu ne garantissait que a, ne valait jamais % (pour (by), le fait que an # 0 était plus facile &
établir). Ici, la forme explicite pour a,, nous permet finalement de constater que la suite, uniquement déterminée

par ag et la relation de récurrence, existe bien(!).

Exercice 8.

a) bp = —2 =—-1.8b =2 =156,by =32 >2136, ... NI SN NN L Y=
by = 313189 =~ 1.21. La figure est complétée ci-contre. \g(bo;lh) (b1:b1) :

Le terme b,, de la suite, lu sur ’axe des abscisses, est en- ¥ :
voyé sur y = b,4+1 par f; cette ordonnée est rapportée _ _ _ (be b) _ (b1; b?)
sur I’axe des abscisses & I’aide de la droite y = 2; mais .....|......0> i b 2 S
plutét que de redescendre jusqu’a l’axe des abscisses - :
pour ensuite remonter au y = b, 4o suivant, on peut
directement passer a la nouvelle ordonnée. Ce chemin
correspond aux segments reliant le point (b,,; b, 4+1) sur : S S L A
le graphe de f & (bp41;bn41) sur la droite y = x, puis _: p, IR IR b; bz 1;1 '
au point suivant (b,y1;b,42) du graphe de f. Il est V V

possible ainsi de visualiser la convergence d’une suite

définie par récurrence. Les limites de telles suites se-

ront les abscisses des intersection des courbes y = f(x)

et y = x puisque les candidats satisfont = = f(x).

b) On a ap = bs. La ligne brisée décrivant la convergence de la suite (a,) suivra un “escalier” trés proche de
la ligne brisée de la suite (b,) a partir du terme bs. Cette suite semble décroissante et sa limite semble étre
x = 1, deux aspects confirmés par les calculs de la Série précédente.

c) Pour s’assurer de ne pas oublier de cas, utilisons un tableau (on sait que les seuls nombres réels candidats
a la limite sont les solutions de 2% — 4z + 3 = 0, c’est-a-dire = 1 et x = 3). Les résultats sont obtenus en
représentant les termes de la suite comme pour la suite (b,,) de 'énoncé.

(cn,) croissante (¢n) décroissante | (¢,,) non monotone
lim ¢, =1 co € [—1;1] co €[1;3] co €]1-3;1]
n—-—+oo
nHIJIrlOO cn =3 co € {—3;3} co € {3} -
lim ¢, =400 || ¢g €] —00;—3[U]3;+00][ | — -
n—-+oo

On remarque que si ¢g = 1 ou ¢y = 3, la suite est constante (et donc a la fois croissante et décroissante). De
plus, si ¢y € | =3;1], alors f(cg) = ¢1 €]1;3[ : & partir de son 2° terme, la suite devient décroissante.

Exercice 9.

1 n+2 1 n 1 2
a) lim (14— =( Im (14— - lm (14— =e-l=ce.
n—+oo n n—-+oo n n——+oo n

1\" 1 m/2 1\™ 1/2
o (g, ) = (0] = (m (1)) =

c) Cette fois, faisons le changement de variable m = %, si n tend vers 400, m aussi (et inversément).

' 3 n ) 1 3m . 1 mN 3 .
lim (14+—) = lim 1+ — = lim 14+ — =e".
n——+oo n m——+oo m m——+oo m



