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Anneaux et Corps Exercices
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Exercice 1.
Dans chacun des cas suivants, déterminer si ’idéal proposé est premier ou maximal.

(a) (0) C Z. (f) (£2—2) C Z[t].
(b) (t) C Zt]. (8) (t?—2) CR[].
(c) (t) CR[t]. (h) (t+5,10) C Z[t].
(d) (101) C Z[t]. (i) (t+5,11) C Z[t].
(e) (42) C Z[t]. (G) (2 +1,2) C Z[t].

Indication : Pour prouver qu’un idéal bilatére I C A est premier, il suffit de montrer que le quotient
A/I est intégre.

Solution.

1. (0) C Z est premier car Z est intégre, non maximal car (0) C (2).

2. (t) C Z[t] est premier car le quotient Z est intégre, non maximal car (t) C (¢,2) # Z][t].
3. (t) C R[t] est premier et maximal car le quotient est un corps.
4. (101) C Z][t] est premier. En effet, considérons I’homomorphisme

£: Z[t] — (Z/1017Z)]t Zalﬁ — Z ailio1t’.

Il est clair que f(t) = >, a;t' € ker¢ si et seulement si [a;]101 = 0 pour chaque 4, donc si et
seulement si 101 divise chaque coefficient, donc si et seulement 101 divise f(t). Cela prouve
que ker{ = (101). Pour conclure, il suffit de montrer que (Z/101Z)[t] est un anneau intégre.
Puisque 101 est un nombre premier, Z/1017Z est un anneau intégre. De maniére générale, si
A est un anneau intégre alors A[t] est aussi intégre (la preuve est un bon exercice), ce qui
conclut.

5. (42) C Z[t] n’est pas premier car 6 -7 = 42, donc non maximal.

6. (t2 — 2) C Z[t] est premier. En effet, considérons "homomorphisme d’évaluation
ev 5: L[t — R, t— V2.

On montre comme dans I'Exemple 2.4.19 que kerev 5 = (t> — 2). Comme Z[t]/(t* — 2) est
isomorphe & un sous-anneau de R, c’est un anneau intégre, et donc (> — 2) est premier.
Ce n’est pas un ideal maximal, puisque (t? —2) C (2 — 2, 3) # Z[t]. Alternativement, on peut
vérifier que imev, 5 = Z[v/2] n'est pas un corps (par exemple 3 n’a pas d’inverse).

7. (1> —2) C R[t] n’est pas premier car t> — 2 = (t — v/2)(t + v/2) dans R[t].
(t+5,10) C Z[t] n’est pas premier car 10 = 2 - 5.

9. (t+5,11) C Z[t] est maximal (donc premier) car le quotient est le corps Z/11Z.
(t?

10. +1,2) C Z[t] n’est pas premier car (t+1)2 =t>+1+2t € (t? +1,2).
. . . . [z = 2 (mod3) x = 2 (mod 3)
Exercice 2. 1. Discuter les systémes suivants : { ¢ = 7 (mod 12) et { ¢ = 8(mod 12)

2. Montrer que Z/36Z n’est pas isomorphe a Z/3Z x Z/12Z.

Solution.



1. Le premier systéme n’a pas de solutions. En effet, si = 7 4 12k, alors z = 14 3 - (2 + 4k),
ce qui contredit = 2 (mod 3).
Le second systéme admet une infinité de solutions. En effet, si x = 8 4+ 12k, alors x =
2+ 3 (2 + 4k). Donc le systéme est équivalent a z = 8 (mod 12), qui admet une infinité de
solutions.

2. Pour voir que Z/36Z % Z/3Z x Z/127Z on peut par exemple utiliser le fait que le deuxiéme
anneau n’est pas cyclique en tant que groupe abélien : tout élément est d’ordre un diviseur

de 12.

Exercice 3. 1. Soit f: A — B un homomorphisme d’anneaux surjectif tel que ker f = (a1, ..., an)
pour certains aj . .., a,, € A. Soit aussi I = (by,...,b,) C B unidéal a gauche. Sicy,..., ¢, €
A sont tels que f(¢;) = b; pour chaque i, montrez que f~1(I) = (ai,...,am,cC1,..,Cn).

2. Soit k un corps, a,b € k et considérons les homomorphismes d’anneaux k-linéaires
evy: k[z,y] = klz], z—x, y—b et evy: klz] = k, x—a
et
§:=evgoevy: klx,y] — k.
Montrez que ker{ = (z — a,y — b) et que ker ¢ est un idéal maximal de k[z, y].

On peut en fait monitrer que si k est algébriquement clos, alors tous les idéaux mazimaux de
klx,y] sont de cette forme. C’est une conséquence du Nullstellensatz d’Hilbert.

Solution.

1. Prenons x € f~1(I). Alors f(z) € I et, par définition de I, on peut écrire

n
fx) = Zﬁibi, pour certains 3; € B.
i=1

Puisque f est surjective, on peut choisir des a; € A tels que f(a;) = f;. Posons

n

/

xr = E 5 C;.
=1

Par construction f(z) = f(2'), et donc  — 2’ € ker f. Ainsi il existe des v; € A tels que

m
Tr — x' = E YiQi
=1

et cette égalité se réarrange en
m n
T = E ’yiai—i—g i € (a1, ..., Qm,Cly ...y Cp).
i=1 i=1

Comme z est arbitraire, cela montre que f~1(I) C (ay,...,am,c1,...,c,). L'inclusion inverse
est immeédiate, puisque

flai), fe;) €1 Vi, j.
On a donc démontré ’égalité désirée.

2. L’Exercice 6.a) de la série 1.2 montre que kerev, = (y — b) et kerev, = (z — a). Puisque
ker & = evb_l(ker evy) (légalité est facile a vérifier), par le point précédent on obtient que
ker{ = (x —a,y — b).

Puisque £(A) = X pour tout A\ € k, on voit que & est surjective. Par le premier théoréme
d’isomorphisme, on obtient k = k[x,y]/ker {. Par la Proposition 2.5.5, on obtient que ker &
est un idéal maximal.



Exercice 4.

Dans cet exercice, nous étudions les anneaux Z[i|/(p) pour p un nombre premier. Nous écrirons
F, = Z/pl.

1. Montrez que Z[i]/(p) 2 Fp[t]/(t* + 1).
Indication : Combinez Uexemple 2.4.19 et le quotient en deux temps.

2. Pour p = 5, montrez que Z[i]/(5) = F5 x Fs.
Indication : Le théoréme des restes chinois peut étre utile.

3. (x) Plus généralement montrez que Z[i]/(p) = F), x Fp, si et seulement si p =1 mod 4.
Indication : Montrez que hypothése est équivalente a existence de deux racines carrés disc-
tintes de —1 dans F,. Pour une direction, on utilisera que IE‘; est un groupe cyclique. ™

Solution.

1. On sait par I’'Exemple 2.4.19 que le morphisme Z[zx| — Z[i] donné par I’évaluation en i induit
un isomorphisme 0: Z[z]/(2% + 1) — Z[i]. De plus, p + (2% + 1) est envoyé sur p par cet
isomorphisme, et donc on en déduit un isomorphisme

(Z[2] /(2 + 1))/ (p + (2* + 1)) = Z[i]/ (p).

Par le théoréme du quotient en deux temps appliqué deux fois, on a que
(Z[x)/(@* + 1))/ (p + («® + 1)) = Z[a] / (p,2® + 1) = (Z[2]/ (p))/ (= + 1 + (p))-

De plus, il est immeédiat que le morphisme Z[z] — F,[x] induit par la réduction modulo p et

~Y

envoyant z sur x est surjectif, de noyau (p) C Z[z]. Il induit donc un isomorphisme Z[z]/(p) =
Fp[x]. Comme ce morphisme envoit #2 4+ 1+ (p) sur 22 + 1, on a donc un isomorphisme induit

Z[z)/(p,a® +1) = (Z[z]/(p))/(z° + 1 + (p)) = Fplz]/(z* + 1).

2. Dans le cas ot p = 5, on remarque que [2]5 et [3]5 sont des racines de t? + [1]5 € Fs[t]. En
particulier on a la factorisation

2+ [1s = (t = [2]5) - (¢ — [3]5)- (1)

Remarquez que (t—[2]5) — (t—[3]5) = [1],. Donc les idéaux générés respectivement par ¢t —[2]5
et par t — [3]5 sont premiers entre eux. Le théoréme des restes chinois donne alors

Fs|i] ~ Bsft]  Fslf] @)
t—[2s)nE-1[8s) (¢—1[25) {-[35)

L’évaluation en ¢t = [2]5 induit un ismorphisme

et d’une maniére similaire on a
Fs[t]

(t—[3]5)

On prétend pour finir que (t — [2]5) N (¢ — [3]5) = (2 + [1]5). L’inclusion D est claire, en vue
de la factorisation (1). Inversément, prenons un élément f(¢) appartenant a l'intersection des
deux idéaux. On peut écrire

2

Fs

(t = [2D)g(t) = f(t) = (¢t — [3)A(t)

*. Voici une preuve de ce fait. Si ce groupe n’était pas cyclique, par la classification des groupes abéliens de type
fini, il existerait n < p — 1 tel que 2™ = 1 pour tout = € F,’. Mais alors ¢" — 1 aurait p — 1 racines dans F,, ce qui est
absurde.




pour certains g(t), h(t) € Fs[t]. Considérons I'image de f(t) par ’évaluation evyy en t = [2].
On a
evig (f(1) = eviy ((t = [2)g(t)) = 0
d’une part, et
evig (f(t)) = evig((t — [3]))h(t)) = —evy(h(?))

d’autre part. Ainsi evy(h(t)) = 0, et puisque kerevig = (¢ — [2]) on en déduit que h(t) =
(t — [2])j(t) pour un certain j(t) € F5[t]. On peut ainsi écrire

F(&) = (¢ = B~ [2Di(8) = (¢ + [1])5(1)

ce qui montre que f(t) € (t* + [1]).
En combinant tout cela dans (2), on obtient

Fs|t]

m%}ﬂgxﬂ?gﬂ

ce qui implique que Z[i]/(5) = F5 x F5 en vue du point précédent.

3. Montrons tout d’abord que 4 divise p — 1 (i.e. p =1 mod 4) si et seulement si —1 posséde
deux racines distinctes modulo p.
Tout d’abord, aucun des deux c6tés de I’équivalence n’est satisfait si p = 2, donc supposons
que p # 2. Dans ce cas, il suffit de montrer que 4 divise p—1 si et seulement si —1 est un carré
modulo p (si a € F), satisfait a®? = —1, alors —a aussi et vu que p # 2, il y a automatiquement
deux racines carrés de —1).

Supposons tout d’abord qu’ il existe a € F,, tel que a’? = —1. Vu que p # 2, a est donc un
élément d’ordre 4 dans le groupe multiplicatif (F,-), qui est d’ordre p — 1. Ainsi, 4 divise

p — 1 par le théoréme de Lagrange.
1

Si 4 divise p — 1, alors comme (F}f, x ) est cyclique, de générateur disons «, on voit que o’
est d’ordre 4.

Maintenant montrons que Z[i|/(p) = F, x F), si et seulement si —1 posséde deux racines
distinctes modulo p.

Si —1 posseéde deux racines distinctes dans F,, disons aq, ag, alors £ + 1 = (t — a1)(t — a9)
et donc comme aq # a on peut utiliser le théoréme des restes chinois pour obtenir que

ZI[i]/(p) = Fp[t]/ (£ + 1) = Fplt)/(t — an1)(t — a2) = Fp x .

Réciproquement si
Fplt]/(t* + 1) = Fp x Fy,

notons (v, ) Pimage de t par cet isomorphisme. Comme #? = —1 dans 'anneau de gauche,
on voit que a? = a2 = —1. Il reste & démontrer que o # ag. Supposons par I'absurde que

ce soit le cas, et que ces éléments soient égaux a un A € ). Mais alors ¢ — A serait dans le
noyau de la composition
Flt] — Fplt]/(t* + 1) 2 F, x F,

et donc inclus dans (¢2 + 1) comme le deuxiéme morphisme est un isomorphisme. Mais cela
est absurde car un polynéme de degré 2 ne peut diviser un polynéme de degré 1.

Exercice 5.
Soient A et B deux anneaux commutatifs. Quels sont les idéaux de A x B 7 Quels sont les idéaux
premiers de A x B?



Solution. Soit J < A x B un idéal. Noter que (0,1)J < {0} x B et (1,0)J < A x {0} sont des
idéaux de A x B inclus dans J. De plus, noter que J = (1,0)J x (0,1)J. On conclut donc que
tout idéal du produit est de la forme I4 X Ip pour I4 et Ip des idéaux quelconques de A et B
respectivement.

En ce qui est des idéaux premiers, on voit en utilisant qu’un idéal est premier si et seulement
si le quotient par cet idéal est intégre que les idéaux premiers sont de la forme

pAXB AxpB

pour p4 et pp des idéaux premiers de A et B respectivement.

Exercice 6.
Soit A un anneau commutatif.

1. Montrez que si m est maximal et est composé uniquement d’éléments nilpotents, alors c’est
I'unique idéal maximal de A. La réciproque est-elle vraie?

2. Montrez que A\ A* est un idéal si et seulement si A a un unique idéal maximal.

Solution.

1. Notons que m C nil(A) par hypothése implique en fait m = nil(A) par maximalité. Mainte-
nant si m’ est un autre idéal maximal, on a nil(4) C m’ Mais alors on a encore égalité par
maximalité, ce qui conclut. La réciproque est fausse, considérez Z (c.f. Iexercice 1 de la
série 1.2).

2. Notons que tout idéal propre est contenu dans A \ A*. En effet si un élément inversible

appartient a un idéal, celui-ci est forcément égal & A. Dés lors si m est maximal (en particulier
propre), on a m C A\ A*. Mais comme on a supposé que A\ A* est un idéal, on a par
maximalité m = A\ A*.
Réciproquement si A a un unique idéal maximal m, alors A\ m = A*. En effet D suit, sinon
il y a un élément inversible dans m, ce qui contredirait le caractére propre de m. Pour 'autre
inclusion prenons x € A \ m. Par Pabsurde supposons que x ne soit pas inversible. Alors ()
est un idéal propre est donc inclus dans un idéal maximal. Mais par hypothése on a alors
(z) C m ce qui est absurde.

Exercice 7 (%).
Soit R un anneau commutatif. Déterminer (R[t])
On pourra se ramener au cas intégre en quotientant par des idéaux premiers de R.

X

Solution.

On suppose d’abord que R est intégre. Grace a la formule du degré, on voit que R[t]* = R*,
donc les inversibles de R en degré zéro.

On traite maintenant le cas général. Soit p in idéal premier de R. Soit f(¢) un élément inversible.
L’image dans (R/p)[t] est encore inversible. Ainsi, par le cas intégre, on voit que les coefficients
en degreé strictement positif de f(¢) sont dans I’idéal p et le terme constant n’est pas dans l'idéal.
Ainsi, comme p est quelconque, '

R[]* C tnil(R)[t] + R*.

L’inclusion inverse est également vérifiee. En effet, si f(t) € tnil(R)[t] + R*, alors f(t) — ap est
nilpotent car c’est une somme d’éléments nilpotents. On conclut par le fait suivant valide dans
n’importe quel anneau commutatif A : si A € A* et n € A nilpotent, alors A\ — n est inversible. En

effet,
> (/A
i=0

t. Un élément dans l'intersection de tout les premiers est nilpotent. Un élément dans aucun idéal maximal est
inversible. Notons également que pour voir que le terme constant de f(¢) est inversible on peut évaluer en zéro.

1 —_
A—n

> =




