Exercices de physique générale 1 (2025) C. Galland, F. Mila, S. Rusponi

Corrigé 14 : solides en rotation

Exercices d’introduction

A Saut en moto

Lorsque le systéme motard-moto est en 'air, il ne subit que son poids comme force extérieure (on néglige
les frottements de I’air). Le moment de ce poids par rapport au centre de masse est nul, donc le moment
cinétique total du sytéme par rapport au centre de masse est constant.

1. Si le motard freine la roue arriére, il diminue le moment cinétique de la roue, donc la conservation
du moment cinétique total implique une mise en rotation de ’ensemble du systéme dans le méme
sens que la roue arriére, donc la moto pique du nez.

2. S’il freine avec la roue avant, il va se passer exactement la méme chose.

3. Seule la roue arriére est motorisée. En ré-accélérant la roue arriére, le motard pourra arréter la
rotation de la moto (s’il redonne a la roue arriére sa vitesse de rotation initiale). Ainsi en freinant
la roue arriére ou en donnant des gaz, le motard pourra garder sa vitesse de rotation sous controle
pendant le saut.

B Toupie
Lorsque la toupie est penchée, elle roule sur le sol. Les frottements au point de contact O induisent une
force F, qui s’oppose au mouvement de rotation (ralentissement de la rotation par dissipation d’énergie).
La force F. est donc dans le plan du sol, colinéaire au mouvement de translation de la toupie.
L’évolution du moment cinétique (E = IJ) est donnée par le théoréme du moment cinétique appliqué au
centre de masse G : .
dLg

¢ — ot = GOAF. + GOAN . (1)

Le moment exercé par la pesanteur en G est nul car C@ Amg=0.

— On observe que la variation du moment cinétique a une composante due au moment de la force
de soutien N. Ce moment est paralléele a F_’; et est responsable de la précession de la toupie : I'axe
de rotation de la toupie va tourner autour de la direction de la force N.

— Une autre composante de la variation du moment cinétique est colinéaire au moment exercé par la
force de frottement ﬁc, et qui tend a aligner L avec la verticale : la toupie se redresse (voir figure).
En position verticale, la toupie n’a plus de mouvement de translation (le centre de masse est devenu
immobile). Les frottements n’exercent plus aucun moment en dehors de 'axe : I'orientation de L
ne varie plus : la position est stable.



C Roue soutenue par I'une des extrémités de son axe

Initialement, 1'objet formé de la roue et de
son axe, de masse m, subit son poids et le
soutien en A et B. La roue est a ’équilibre :
la somme des forces et la somme des moments
de force, en particulier par rapport & A, sont
nulles.

F=8y+85+mg=0,
e

My= AANG A+ ABA Sy +AC AmG=0.
0

En absence de soutien en B, I’équilibre est
rompu :

MA:@/\mfj%ﬁ

Le moment du poids par rapport a A est hori-
zontal, car normal au plan vertical défini par
A, C et mg. Selon le théoréme du moment
cinétique .

MA = LA ;

le moment cinétique L A est modifié horizon-
talement et reste donc a tout instant hori-
zontal.
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L’axe de la roue pivote autour de 'axe ver-
tical passant par A : c’est un mouvement de
précession. A cela vient s’ajouter une incli-
naison de I’axe de la roue par rapport a I’ho-
rizontale, inclinaison qui dépend de la vitesse
angulaire de rotation de la roue : plus la vi-
tesse de rotation de la roue est grande, plus
I'inclinaison est faible. A ce mouvement se
superpose enfin une oscillation de cette incli-
naison, appelée nutation.

Lien : https://youtu.be/ GEKtnlZtksl

D Freinage d’un cylindre en rotation

On exploite le théoréme du moment cinétique et on résout l’équation différentielle obtenue en devinant
la forme de la solution.

1. Le théoréme du moment cinétique par rapport & l'axe de rotation fixe s’écrit, selon é, choisi
pointant dans le plan de la feuille,

: 1
Mo =—RF = —kRw= Lo = Ipw = §mR2w.

On obtient alors I’équation différentielle

2k

(t).-

2. On devine que cette équation différentielle a pour solution une fonction w(t) de type exponentielle.
On va donc poser, dans le cas le plus général,

ou A et B sont des constantes.
L’accélération angulaire s’écrit alors

w(t) = BAeP' = Buw(t),

si bien que
A (0) t B 2k
=w(0)=wy e =——.
0 mR

La vitesse angulaire a ainsi finalement pour expression

w(t) = woe WAL .


https://youtu.be/GEKtnlZfksI

Problémes

1 Tige en rotation

Les forces qui s’appliquent sur la tige sont son poids Mg, appliqué & son centre de masse G situé a une
distance L/2 du point O, et une force de soutien 7' d’orientation inconnue au point O.
Le théoreme du centre de masse s’exprime comme

Mg+ T = M, (2)

ol dg est l'accélération du centre de masse. Puisque le mouvement de G est circulaire uniforme, son

2
1. . . v,
accélération est horizontale et de norme ag = % = Wlrg = w2§

verticaux et horizontaux dans le plan de la tige et de ’axe de rotation donne

sina. La projection sur des axes

TcosB = My, (3)
L
Tsinf = Mw2§sina, (4)
ou 'angle (8 est I’angle formé par la force T et la verticale. On note ici que T est dans le plan formé

par @ et OG, puisque ni le poids de la tige ni 'accélération de son centre de masse n’ont de composante
perpendiculaire a ce plan.

Pour exprimer le moment cinétique, on choisit un repére d’inertie au point G défini par é; = %,
T S — 5 A S
e3 = |ch£\ et €1 = ey A es.
Dans ce repére, la vitesse angulaire s’écrit
WU =wsinaé; —wcosaéy. (5)




Le moment cinétique EG est donné par B
Lg=1g-@. (6)

La tige est un cylindre de longueur L et de rayon R, et donc son tenseur d’inertie vaut (pour le repére
choisi)

i IMR*+ SML* 0 0
Ic = 0 TMR? 0 : (7)
0 0 IMR*+HML?

En injectant les expressions et dans I'équation @, on obtient :

- 1 1 1
Lo = (ZMRQ + EML2> wsin aé; — §MR2w coS (és . (8)

dé;
dt

En utilisant la formule de Poisson = W A é;, on trouve la dérivée par rapport au temps de EG :

dLa

1 1 1
Tl (—MR2 + —ML2> w? sin v cos v é3 — §MR2QJ2 COS (v sin o €3

4 12
1 o 1 2\ o . R
= EML _Z_LMR w” sin a cos a €3 (9)

Le théoréme du moment cinétique par rapport au centre de masse s’écrit :

dL SONT 4 OO
— =GONT + GG AMg. 10
dt e AMY (10)
—0
Sa projection sur é3 donne :
1 o Lo\ o L . L : .
EML — ZMR w”sina cos a = §Tsm(a —p) = E(Tcosﬁslna — T'sin B cos ) . (11)

En utilisant les équations et (4), on trouve une relation qui ne dépend pas de 7" :

1 1 L L
<EML2 - ZMRQ) w?sin avcos a = E(Mgsina - Mw2§ sin acos ) . (12)

Les solutions de cette équation sont soit sin a = 0, soit

6Lg
cos o = OEEEIER (13)
Cette deuxiéme solution n’existe que si w? > 92—



2 Roue tirée par un bloc

Les forces subies par la roue sont son poids mg, la force N de soutien de la table, la force de frottement
statique F (nécessaire au roulement sans glissement) et la force T exercée par le fil. Les forces subies
par le bloc sont son poids mg et la force T" exercée par le fil. Le poids de la roue ne travaille pas car il
est perpendiculaire au déplacement du centre de masse. Les forces N et F ne travaillent pas car elles
s’appliquent sur le point C' de la roue en contact avec la table et o = 0 (roulement sans glissement).
Les travaux des forces T et 7" sont opposés et se compensent donc. Le poids du bloc travaille, mais
dérive de I’énergie potentielle —mgz ol z est un axe vertical vers le bas. Le systéme formé de la roue
et du bloc est donc conservatif ; son énergie mécanique

E = Ecin,roue + Ecin,bloc —mgz (14)

est conservée. Soit x un axe horizontal de la roue vers la poulie. Puisque le fil garde toujours la méme
longueur, la vitesse ©# du centre de masse G de la roue est égale a la vitesse 2 du bloc. La vitesse
angulaire de rotation instantanée de la roue est égale & w = @/R (car v = V¢ + J A CC =3 C@)
Le moment d’inertie de la roue par rapport a son axe de révolution vaut I = %mRQ. Ainsi :

1 1 1 1 1
E = —Iw* + —mi® + =m3*> — mgz = —~ma? + —mi* + —mi?

.2
—mgz = Smi? — mgz. 1
5 5 5 1 5 5 mgz 4ma: mgz (15)

On n’a pas inclus le terme d’énergie potentielle de la roue dans ’expression ci-dessus, car le poids de
la roue ne travaille pas (donc cette énergie potentielle est une constante qu'on peut arbitrairement
mettre a zéro).

On place lorigine de I'axe z de telle sorte que E = 0 lorsque # = 0 (situation initiale). Lorsque la
roue a avancé d’une distance d, on a z = d et la vitesse v du centre de masse de la roue doit satisfaire

N

a

5
ZmUQ —mgd =0 (16)
pour conserver ’énergie. On a donc
d



b) Pour que la roue ne glisse pas, il faut que la force de frottement statique ne dépasse pas sa valeur
maximale,
F < pusN = pgmyg (18)
c’est-a-dire que le coefficient de frottement statique doit étre suffisamment grand :

F
Us > — . (19)

mg

Afin de déterminer F', on applique les lois fondamentales de la dynamique :

mZ=mg—T : 2&me loi de Newton appliquée au bloc, (20)
mi =T —F : 2éme loi de Newton appliquée a la roue, (21)
Iw = RF : théoréme du moment cinétique appliqué a la roue. (22)

Avec 2 = &, w = /R, I = %mR2 et 7" = T (la tension du fil est partout la méme), ce systéme
d’équations devient

mi=mg—T = %g
mi=T—-F =< T=32myg (23)
ma =2F F= %mg
Ainsi, on doit avoir
1
s > 5= 0.2. (24)

3 Boule de bowling

a) On choisit un repére droit tel que Z est horizontal, dans la direction et le sens de la vitesse initiale
Ug (to), et Z vertical, vers le haut.

Les forces s’exercant sur la boule sont :

Q

— son poids mg = —mgz, vertical vers le bas, et
s’appliquant au centre de masse G ;

— laréaction dusol N = N Z, verticale vers le haut,
s’appliquant au point de contact A de la boule

sur le sol;

— la force de frottement cinétique F' = —u. Nz, ho- z
rizontale et opposée & Ug, s’appliquant au point =
A.

Vmg

b) Les équations du mouvement de la boule sont données par le théoréme du centre de masse et le
théoréme du moment cinétique. Les contraintes du mouvement imposent que I'accélération dg = Tqz+
Yoy + Zaz du centre de masse est horizontale, donc que la composante verticale Zg de I'accélération
est nulle, et que la vitesse angulaire & = wy est paralléle a g. Le théoréme du centre de masse donne

m«iG:_,U/cN
mag =mg—+ N+ F =< mijeg=0 (25)
sz:O:—mg+N



En éliminant N de ces équations, on trouve

mig = —pmg = Ig= —[ig. (26)

Le théoreme du moment cinétique appliqué par rapport au centre de masse G s’écrit

dEG — = - = — =

W_ZMg,iF_G_éAmg+GAgNJrGAAF (27)
) -0 =

= (=R2) A (—pemgZ) = Rucmgy (28)

L’axe paralléle a ¢ passant par GG est un axe principal d’inertie de la boule, donc le moment cinétique
par rapport au centre de masse s’exprime comme

- 2
Lg =156 = Iqwi) = ng%g. (29)
Seule la projection sur g du théoréme du moment cinétique est non triviale :
2 . . ) Heg
“mR* = Ruemg = & = = —. 30
=MW = Ruemg = & = 5= (30)

Solution alternative (1) : on peut appliquer le théoréme du moment cinétique par rapport a un point O
fixe du sol, par exemple le point de contact de la boule et du sol au temps ty. Le théoreme du moment
cinétique s’écrit alors

dLo - S A AR
d_f:MOF:@Am§+OAAN+OAAF (31)
=xgmgy —xemgy + 0 = 0. (32)

Le moment cinétique par rapport au point O est obtenu a l’aide du théoréme du transfert

Lo = OC Ami + I8 = (mRic + Iow) §. (33)

La projection sur y du théoreme du moment cinétique donne

2
mRig+ Iew = mRig + ngQw =0. (34)

Solution alternative (2) : on peut également prendre le point de contact A comme référence, mais ce
point a une vitesse non nulle car le mouvement est avec glissement entre ty et ti. Il faut donc appliquer
le théoréeme du moment cinétique de la facon suivante :

dL, -
—A:MA—UA/\mﬁG- (35)
dt
Comme la vitesse du point A est paralléle a Ug, le dernier terme est nul. Tous les moments des forces
par rapport a A sont nuls. De plus, l’expression pour le moment cinétique est identique a ’expression

obtenue précédemment (EA = EO, Eq. ) On trouwve alors la méme équation que l’équation (34)),
ci-dessus.



c)

En intégrant ’équation , on trouve, en tenant compte des conditions initiales,

ta(t) = —pegt + vo, (36)

et de I'équation (30f), en tenant compte de la vitesse angulaire initiale wy = 0, on obtient

mR D flcg

w(t) = Eucgt 5 R

La condition de roulement sans glissement est que la vitesse du point de contact avec le sol soit nulle,
va = 0. Cette condition permet de relier la vitesse du centre de masse U5 a la vitesse angulaire &

£ (37)

Jo =01 +BANAC =0 +wRJA S = wRE = ig = wR. (38)

Le temps t; correspond alors a l'instant auquel la condition ¢ (1) = w (t1) R est vérifiée. En utilisant
les équations (12) et (13), on trouve

[G Vo _2U0
Ig+mR? g 7y’

—pegty +vo = T—Rucgtl =1 = (39)
G

Entre les temps ty = 0 et ¢y, la vitesse du centre de masse vg décroit linéairement a partir de vy,
comme indiqué par 1’équation . Au temps t1, au moment ou la roue cesse de glisser, la force de
frottement cinétique s’annule, et une force de frottement statique pourrait entrer en jeu pour contrer
la composante horizontale d’une force extérieure au systéme. A partir du temps t;, les seules forces
extérieures qui s’appliquent sur la boule sont le poids et la réaction du sol, toutes deux verticales.
La force de frottement statique est donc nulle. Par le théoréme du centre de masse, I'accélération du
centre de masse est nulle également, donc vg reste constante pour t > t;.

’Ug(t)

2v,

th —Hcd

=]
I

-3

pente =0




4 Bobine tirée par un fils

On choisit un repére Oxyz droit, d’origine O au point de contact A de la bobine avec le sol, d’axe 2
vertical dirigé vers le haut, et d’axe = horizontal et dirigé dans le sens de la projection horizontale de la
force F'.

a) Les forces qui s’appliquent sur la bobine sont :

— le poids mg de la bobine, appliquée en son centre de masse.

— la force de soutien N de la bobine, dirigée vers le haut, et appliquée au point de contact de la
bobine avec le sol.

— la force de frottement statique Fy, de la bobine avec le sol, paralléle & Z, et appliquée au point de
contact de la bobine avec le sol.

— la force F du fil sur la bobine, formant un angle o avec 'axe Ox, et appliquée tangentiellement
au cylindre de rayon r en un point de coordonnées rsin« (horizontale) et —rcosa (verticale)
relativement au centre de la bobine.

HV

mg

v

b) Les équations du mouvement sont données par les théorémes du centre de masse et du moment
cinétique.
En projection sur les axes Ox et Oz, le théoréme du centre de masse donne :

Fcosa+ Fy, = mi (40)
N—-—mg+ Fsina=0= N =mg— Fsina >0. (41)

On applique le théoréme du moment cinétique par rapport au centre de masse de la bobine. Les
moments sont tous paralléles & g, et on écrit la projection selon cet axe :

—Fr— Fy,R=10. (42)

Puisque le roulement est sans glissement, on a la relation & = Rw.

On peut alors réécrire 'équation (40) comme

Fcosa+ Fyp =mRw, (43)

10



que I'on combine avec I’équation (42) pour éliminer F, , et trouver I'accélération angulaire

. F(Rcosa —r)
YT T TrmRz (44)

Solution alternative : On peut écrire les moments par rapport au point de contact A de la bobine avec

le sol. Dans ce cas, le seul moment non nul est celui appliqué par la force F:

rsin a Fcosa 0 .
0 A 0 = | RFcosa—7rF | =140. (45)
R —rcosa Fsina 0

En utilisant le théoréeme de Steiner, on trouve
In=T+mR*. (46)
La composante selon ¢ de I’équation devient
RFcosa —rF = (I + mR*)w, (47)

d’ou 'on trouve l'accélération angulaire

. F(Rcosa—r)
R ey - (48)

Le systéme est a ’équilibre statique si w = 0. Ceci est réalisé si

,
== 49
cosa =5, (49)

ce qui correspond & la situation dans laquelle la force F n’applique aucun moment par rapport au
point de contact de la bobine avec le sol.
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