Exercices de physique générale 1 (2025) C. Galland, F. Mila, S. Rusponi

Corrigé Série 12 : cinématique du solide

Exercices d’introduction

A La grande roue

Le schéma suivant montre I'allure du champ des vitesses de la roue et de celui de la nacelle :
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1. Le mouvement de la roue est une rotation autour d’'un axe horizontal fixe passant par O. A chaque
instant, le centre instantané de rotation se trouve en O.

2. Dans le référentiel inertiel 1ié au sol, la nacelle reste en tout temps verticale, car elle est libre
de pivoter autour de son point d’attache a la grande roue. Le champ des vitesses est celui d’une
translation, méme si chaque point de la nacelle décrit un grand cercle. Le vecteur rotation de la
nacelle dans le référentiel est donc nul : Whacelie/sol = 5, et le centre instantané de rotation n’existe
pas (on peut aussi dire qu’il se trouve a I'infini, perpendiculaire aux vecteurs vitesse).

3. En applicant ’additivité des vecteurs rotation, on a :

=1

= Whacelle/sol = Whacelle/roue + Wroue/sol

d’ou
Whacelle/roue — —Wroue/sol — —W

La nacelle tourne donc autour de la roue, en sens inverse de la roue par rapport au sol.



B Moment de force : Bras de levier

1. On exploite la définition du moment de force par rapport a A :
My=APAF.
Selon €., la norme du moment de force s’écrit
My = RFsin(3 —a) = RF cosa,
ou F = ||F||.
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e Pour —3 <a< 5 la rotation induite est de sens trigonométrique et le moment M, est sortant :

—

OMy.

s 3T
e Pour 5 <a< > la rotation induite est dans le sens des aiguilles d’une montre et le moment

]\7[A est entrant :
QMy.

2. Par le théoreme du moment cinétique, ’accélération angulaire est proportionnelle au moment de
force de F' par rapport a A,

Selon é, , LA = M4, = RF cosa.
Comme la force est fixée, la norme |M 4| est maximale lorsque le bras de levier est maximal. C’est
le cas
pour a=0 ou a=7
(la force F est alors tangente a la roue).

3. Comme la force est fixée, la norme |M,| est minimale pour

T 37
our @x = — ou o = —
P 2 2

(la force F' est alors normale a la roue).

C Chariot se déplacant sur un cylindre

1. Pour déterminer I'axe de rotation instantané, il suffit de connaitre les vecteurs vitesse de deux
points du chassis. Ici, les points du chéssis situés sur les axes des deux roues ont chacun un vecteur
vitesse correspondant & une rotation autour du point O, comme illustrée sur la figure ci-dessous



Par conséquent, puisque le chassis est un solide indéformable, son centre de rotation instantané
se situe en O. Enfin, en utilisant que la vitesse angulaire 6 est lice a la vitesse du point G par
vg = (R+ h)0, on déduit que le vecteur vitesse de rotation instantanée du chéssis s’exprime

comme () = 0€, = <€, ou €, pointe dans la page, comme indiqué sur la figure.

2. Chaque roue tourne instantanément autour de son point de contact avec le sol, comme vu en cours.
Le vecteur vitesse de rotation instantané pointe aussi dans la page selon +-¢€,.

3. Le centre d’une roue C, pris comme un point du chéssis, se déplace avec une vitesse de norme

R—+r
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D’autre part, la vitesse du méme point C, pris comme point de la roue, peut aussi s’exprimer
) b b

Vo =Tw

(Nous avons utilisé le fait que O et & pointent dans le méme sens, et donc que tous les termes
ci-dessus sont positifs.)

Il reste donc a égaliser ces deux expressions pour trouver

" R+r Y _1+R/TU
" r(R+h) ¢ h+R ©

Dans le cas limite ot 7 < R on remarque que w — 00 pour toute vitesse vg non nulle, quelque
soit h > 0.



Problémes

1 Piston et bielle

a) La position d’un point P sur la barre est donnée par
7p = hsinaé, + (Rcosf + (L — h) cos a)é,. (1)
On en déduit que la vitesse du point P est donnée par
Uip = hércos aé, — (Rfsin @ + (L — h)dsin a)é,. (2)
b) De la méme maniére, on obtient la vitesse du point d’attache A :
T4 = —(ROsinf + Lasin a)é,.
Il s’en suit que la vitesse d'un point P sur la barre s’écrit comme
Up = Ua + hd cos a€, + hasin ae),.
Par ailleurs, on a

5AAP = &€, A (hsin ae, — hcos agy)

= hdcos a€, + hasin aej,.
On a donc bien que Up = U4 + J A 1@
c) Les angles 0 et « sont reliés par
Rsinf = Lsinaw = Rfcosf = Livcosa.
En injectant cette relation dans l'expression (2) de la vitesse du point P, on obtient

Up = hacosa€, — (Lécosatanf + (L — h)dasin a)e),
= aé, A [—(Lcosatand + (L — h)sina)é, — hcos ag, |
P

—GATP.
Le vecteur I? est relié aux vecteurs de position 7p et 77 des points P et I par 1? =7p—177. On a
donc
7 =ip— IP.
Comme le vecteur de position 7p est donné par 'équation (1), on obtient

71 = (Lcosatanf + Lsina)e, + (Rcosf + Lcosa)e,
sin «v
tan 6

= L[(cosatan® + sin )€, + < + cos a) &)

Le point I correspond au centre instantané de rotation.



2 Disque sur cercle
a) La vitesse du centre C' du disque est donnée par
i = dé. A OC.
b) La vitesse d’un point M sur le disque est donnée par
i = G0 + 4@ A CM. (3)

c) La condition de roulement sans glissement impose que la vitesse du point de contact A est nulle, i.e.
U4 = 0. En utilisant ’équation (3) pour le point de contact A, cette condition s’écrit

— — ] = —> ~
Ua =t + e, N\CA=0
- - — 5
— $& AOC + e, NCA =0
En projetant les vecteurs OC' et C'A dans un repére cylindrique associé au disque, on obtient

(R—1)p. NE, +1&, NE, =0
— (R —1)p&y +19&, = 0.

Donc, la condition de roulement sans glissement s’écrit

(R—r)p+ri) =0.



3 Roue sur axe incliné

a) En considérant ’axe O A comme un solide de vitesse angulaire Q, la vitesse du point A peut s’exprimer
a partir de la vitesse du point O comme

s T
Ua =00+ QNOA=QAN0OA, (4)
ou l'on a utilisé le fait que le point O est fixe, et a donc une vitesse nulle.

La rotation propre de la roue se fait autour de I'axe OA avec une vitesse angulaire « paralléle au

vecteur AQ. Par contre la roue est également entrainée par le mouvement de rotation de son axe,
donné par le vecteur () vertical. La roue est ainsi un solide de vitesse angulaire totale & + Q. Comme
le roulement est sans glissement, le point C' de la roue en contact avec le sol a une vitesse nulle. La
vitesse du centre A de la roue peut s’exprimer a partir de la vitesse de son point C' comme

Th=To+ (A +3)ACA=(G+@) ACA. (5)
En égalisant les expressions (4) et (5) pour ¥4, on obtient
GNOA= (O +NACA=GNCA+GACA = OGAOA—CA =anCA,

c’est-a-dire
GACA=GAOC. (6)

~ —
Les vecteurs (2 et O? sont perpendiculaires, de méme que les vecteurs & et C'A (voir dessin).
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Comme tous sont dans un méme plan vertical contenant I’axe de la roue, les produits vectoriels sont
dirigés selon un axe horizontal é; perpendiculaire a ce plan. L’expression (6) devient ainsi

wRéy, = WA + R%,,

—
ou 'on a utilisé le fait que le vecteur O? est de longueur /d? + R? et le vecteur C'A de longueur R.
La vitesse angulaire w vaut donc

VIt R? 2
=0 ——=04/1+ —=. 7
L’expression (6) implique que le sens du vecteur & pointe de A vers O.

Le plan tangent commun a la roue et au sol au point C' est le sol lui-méme. La vitesse angulaire de
roulement w de la roue est donc la composante paralléle au sol du vecteur 2 + . Comme le vecteur

Q) est vertical, on a

d _Q d
Vd? + R? R’
La vitesse angulaire de pivotement w, de la roue est la composante perpendiculaire au sol du vecteur
Q) + &, donc

w|| = w cos (O?,@)l) =w

wL:Q—wsin(O?,(TZl):Q—w—:Q—Q:O.

Le vecteur vitesse angulaire totale de la roue,

est donc horizontal.

Note 1 : On peut aussi considérer la roue et 'axe comme un seul solide de vitesse angulaire (2 + &. Dans

ce cas, on doit remplacer O par O + & dans I'équation (4), ce qui ne change rien puisque & est

anti-paralléle au vecteur OA. Par contre, on peut réaliser que ce solide a deux points de vitesse
nulle, O et C. Laxe instantané de rotation est donc la droite OC', ce qui signifie que §2 4+ & doit
étre horizontal.

Note 2 : Il est possible de résoudre cet exercice de facon totalement vectorielle. En effet, en multipliant

—
I'équation (6) par le vecteur C'A, on obtient

C’A/\< A A) = ﬂA(QA@)
((J_Zl A) (071 )0_21 - (0_34 o) G ((JA Q)O‘&
()& —(0)CA = (~R*) 6~ (9Reos (0C,04)) OC
R’ = —R*)—QRdé,,

ou ¢, est un vecteur unitaire dans la direction de O(2 La vitesse angulaire de rotation propre de
la roue vaut ainsi

= d
w=—-0Q— QE €p
et sa norme est bien donnée par I’équation (7). Le vecteur vitesse angulaire totale de la roue vaut

d

ﬁtot:ﬁ+Q:_Q§6p



d’out il est évident que la vitesse angulaire de pivotement de la roue (composante verticale de i)
est nulle et que la vitesse de roulement (composante horizontale) a une norme de Qd/R.

4 Haltére entrainé par un poids

Pour résoudre ce probléme, on étudie le systéme “haltére” constitué des deux masses m; et mq aux points
Py et Py, liée par des axes rigides sans masses. La force T” exercée par la masse ms par 'intermédiaire
du cable est donc une force externe au systéme.

a) La masse mg subit la force de pesanteur F' = msg et la force de tension T exercée par le cable.
L’équation du mouvement de la masse mgs, projetée sur un axe z vertical pointant vers le haut est :

mgzZ = —mszg+ 1T,

donc
oit T est la norme du vecteur 7.
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A son autre extrémité, le cable exerce une force horizontale T’ , de norme T, sur le systéme formé
de I’haltére et de son axe de rotation vertical. Puisque le systéme est contraint a tourner autour de
l’axe z, on ne s’intéresse pas aux moments qui sont perpendiculaires a z (ils sont compensés par les
forces de liaison). Ainsi, les poids m; g et mqg n’ont aucun moment selon z, de méme que les forces de
liaison qui maintiennent I’axe de rotation verticale et empéchent 1’haltére de tomber. Seuls d’éventuels
frottements sur ’axe de rotation ou sur les masses auraient un moment selon z, mais on néglige les
frottements.

La force T" est donc la seule force externe qui ait une projection selon z non nulle de son moment par
rapport a un point O fixe situé sur l’axe de rotation. Le théoréme du moment cinétique par rapport
a O projeté selon z s’écrit (en choisissant é, comme sur la figure) :

dfl?z = (FAT) &, =rT. (9)
Il reste & exprimer Lo ,(t) = Lo(t) - .. Or,
Lo(t) = OPy Amyth 4+ OPy A myih (10)
(OM + MPy) A matty + (OM + MPy) A myts (11)
= OM A (mi¥ + mats) + (MPy Ama@y + M Py A mats) (12)

8



Puisque OM est selon z il apparait directement que le premier terme ci-dessus est perpendiculaire a €,
donc ne contribue pas a Lo .. En outre, comme les contraintes obligent ¥ et 7, & étre perpendiculaires
a €., le dernier terme est seulement selon z. En notant ¢ ’angle de rotation autour de z et en utilisant
v; = R on obtient

LO,z(t) = (R my ’Ul) -+ (R mo UQ) = R2(m1 + mg)gb = ]§0)¢ (13)
ott on reconnait I\?) = (my +msy) R? comme étant le moment d’inertie de I’haltére par rapport a I’axe
Oz.

Enfin, 'accélération de la masse mg est liée & ¢ par zZ = —re.

En projetant le théoréme du moment cinétique sur l’axe z puis en éliminant 7', on obtient :

I(O)g.zg =7rT =msrg — m3r2¢5,

z

c’est a dire :
marg

= , (14)
msr? + 1 ©)
et donc marg
. 3
= ) 15
¢ m37"2 + (m1 + mg)RQ ( )
Simy =mo=m3=metsir << R, on al’approximation suivante :
t) = ~ 16
o(t) r24+2R*  2R? 1o
En utilisant la vitesse angulaire initiale ¢(0) = 0 on a :
. 7’9
t) = —=t 17
o) = 5% (1)
et rg
t) = —t* : 18
Si R est multiplié par 3, la vitesse angulaire ¢(t) est divisée par 32 = 9.
Une chute de la masse ms d’une hauteur h correspond & une rotation d'un angle ¢ — ¢g = h/r.
Le temps de chute ¢, satisfait alors a :
_ g
soit :
4R? 2R |h
reg r g

Si R est multiplié par 3, le temps de chute est multiplié par 3.



