Exercices de physique générale 1 (2025) C. Galland, F. Mila, S. Rusponi

Corrigé Série 10 : Sytémes de points matériels et référentiels
tournants

Exercices d’introduction

A Palan
1. Commencons par considérer le systéme composé de la poulie mobile et de la masse. Sur chaque
brin de la poulie s’applique une tension 7} = T;€,. A I'équilibre, on a donc

mg = 2T} (1)

La deuxiéme poulie est soumise a trois forces : Une tension Ty appliquée a chaque brin et une
tension 17,5 appliquée au point d’attache de la premiére poulie. A 1’équilibre, on a

2T2 = T1_>2. (2)

Or, le brin est inextensible donc T}_, = 17, d’ou 27, = Tj.
Finalement, la condition pour maintenir le systéme a 1’équilibre s’écrit

F=T,=1T/2. (3)
Donc,
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F==f (4)
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2. Par le méme raisonnement qu’a la question précédente, on déduit que la condition d’équilibre
d’une n-éme poulie est donnée par T, = 27}, 1 ou T,, est la tension qui s’applique sur un brin de

la n-éme poulie. Il s’en suit que
T1 mg
SN-T = 9N (5)

F=Ty=

La force nécessaire pour maintenir la masse a 1’équilibre est donc divisée par 2 & chaque fois qu’on
rajoute une poulie mobile au systéme.

B Poulie attachée a un ressort

Considérons les deux sous-systémes ressort et masse m. L’équilibre des forces dans chaque sous-systéme
.
s’écrit

kx =T,, (6)
mg = T, (7)

ou T, et T, sont les tensions qui s’appliquent respectivement sur le ressort et sur la masse m. Comme
T,, =T,, on a kx =mg, d'ou
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Problémes

1 La chute de Constantibloc

1. Comme chaque masse est immobile, la somme des forces qui s’exercent sur elle est nulle, i.e.
> F = 0. De plus, on cherche la valeur maximale de my telle que le systéme total reste immobile.
Dans ce cas limite, la force de frottement est égale a usR.

Sous-systéme m; : On a

Fy =Ty, selon €,

mig = R selon €.

Comme Fy = R, on a Ty = pgmyg.

Sous-systéeme my : On a

mog = Ty selon €. (10)
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Le fil étant inextensible, T} = T5, d’ott my = pgm;.

2. Quand le systéme est mis en mouvement, le coefficient de frottement est donné par pu. et la force
de frottement Fy = u.R. Les masses m; et my sont respectivement astreintes a se déplacer selon
les directions €, et €,. On peut alors écrire @; = a,€, et dy = as€,. Pour déterminer 'accélération
de m, et la tension du fil, on applique la 2éme loi de Newton sur chaque sous-systéme.

Sous-systéme my; :

mia; = —Fy +T

11
_:ucR +T = —HcM1g +T ( )

Sous-systéme msy :

Mmoo = maog — T’ (12)

De plus, la corde reste tendue, donc a; = as.



En utilisant les équations (11), (12) pour éliminer T, puis en utilisant a; = as, on obtient

Mag — Hema1g = myay + maas = (my + ma)as,

d’ou

o — Mg = pemug

1 - .
mi + Mo

D’aprés la question 1., my = pymy. L’équation (14) s’écrit donc

Ms — e
14 ps

ap =4g

)

soit
1+ e

14 pg

T =mia; + pemig = psmag

3. Dans le cas ou le systéme ne subit aucun frotttement, 7" = 0.

(13)

(14)

(15)

(16)



2 Barre inclinée

Considérons le systéme composé des trois masses. Les forces qui s’appliquent sur le systéme sont :

— Le poids P= —mgé, de chaque masse.

— La reaction du mur ]\72 = Nye,.

— La reaction du sol ]\71 = N g,

— La force de frottements du sol F}l = —F}16;.
— La force de frottements du mur F ro = Fjo€,.

Dans le cas statique, le principe fondamental donne

Ny — Frq1 =0,
2 £l (17)
Ni+ Frp —3mg = 0.
De plus, d’aprés le théoréeme du moment cinétique
L . -
df? =0 = My, =0. (18)

ou Ly, et My, sont respectivement le moment cinétique et le moment de force par rapport a la position
de la masse M,. On obtient donc une troisiéme equation donnée par

- — L = = — I — L = -
MM2:MQMl/\(mg—l—Ff’Q—i—Ng)+M2M2Amg+MQMg/\(mg—Q—nyl—i—Nl):0, (19)
Dans la base €, €, on a

—
MM, = —Lcosfe, + Lsinfe,,

SN (20)
MM s = L cos ¢, — Lsinbe,,
% N
et MyMs = 0. On obtient donc
My, = (—LFyycos0 — LNysin@ 4+ LNy cos — LF;,sin)é, = 0. (21)

On cherche la valeur critique 6. telle que la barre est immobile. Dans ce cas, les forces de frottements
sont égales & Fry = pusNy et Fro = psNy. L'équation (21) donne

—LjgNycos, — LNy sinf,. + LNy cos 6. — LugsNysinf,. = 0. (22)



Il en suit que

tanf, = 23
N2 + ”le ( )
En utilisant la relation Ny = us/Ny, on a alors
1 — 2
tanf, = a : (24)
2/t
soit ) )
6. = arctan <—_,us) (25)
2415
Remarque : On pourrait aussi calculer le moment de force par rapport au point O. Dans ce cas,
My = 2L cos (N, —mg) — 2Lsin Ny — L cos fmg = 0. (26)

On peut montrer que cette équation est équivalente a I’équation (22) en utilisant les conditions d’équilibre
(17).

Complément de réponse : Dans la solution proposée ci-dessus, nous avons supposé que, a l’angle
critique 6. auquel la barre commence a glisser, les forces de frottement sur les deux points de contact sont
saturées (égales & uNy et uNo). Méme si cette hypothése peut sembler trés naturelle, pour une solution
compléte du probléme il faut la démontrer. On commence par la condition d’équilibre du systéme rigide
de trois masses, ce qui exige que la somme des forces et la somme des moments soient nulles. Parce qu’il y
a deux degrés de liberté de translation et un degré de liberté de rotation, nous arrivons a trois équations :

SV e, =0 =N, —F, =0
S E-é,=0 = F-W+N =0 (27)
Yo(FA ﬁi)~e;:0 = Njcos — Fycos) — Nysinf — Fysinf = 0,

ou I, F; sont les magnitudes des forces de frottement, Ny, Ny sont les magnitudes des forces de réaction
normale et W = 3myg est le poids total. Dans le systéme d’équations (27), il y a trois équations linéairement
indépendantes pour quatre inconnues, ce qui rend le systéme sous-déterminé (i.e. il existe plus d’une
solution). Dongc, il n’est pas possible de calculer la magnitude de chaque force en équilibre avec les
données fournies par l'exercice (un tel calcul nécessiterait de connaitre les propriétés du matériau qui
compose la barre).

Néanmoins, l'angle critique de glissement peut étre calculé. En plus des équations (27), la condition

d’équilibre requiert que les frottements satisfassent les inégalités :
0<F <uN, <0< F <uW-—-F) (28)
0< F, <uNy <0< Fy, <pky.

S’il existe au moins une solution des conditions (27) et (28), le systéme restera statique. En introduisant
les variables adimensionnelles F; = Fy/W et Fy, = F,/W, on peut résumer les conditions d’équilibre
comme

Fy=1/2 — F tan# (29)
0 <F, < pF,. (31)

Ces conditions sont illustrées graphiquement sur la figure :
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Si < 1, Pexistence d’au moins une solution pour les conditions d’équilibre dépendra de 'angle 6, qui
détermine la pente de la droite (29). Si la pente est suffisamment grande pour que la droite intersecte la
région définie par les inégalités (30) et (31), le systéme restera statique.

En utilisant la visualisation graphique, il est clair pourquoi ’angle critique est déterminé par la saturation
des forces de frottement Fi, F5 : si I’angle 6 est progressivement diminué, le glissement commencera quand
la droite (29) passe sur le sommet de la région grise, ce qui correspond au moment ou les deux forces de
frottement sont saturées. Les coordonnées du sommet sont

i - (i) (32)

1+ p2 1+ p?

Donc, 'angle critique est la solution de I’équation

- 1 — 12
1/2—Fftan96:F§(:>Hc:arctan( 2“ ) (33)
1
On retrouve donc la solution (25).
Si p > 1, la droite intersecte toujours la région grise, et donc le systéme de trois masses reste statique
pour n’importe quel angle.

3 Point matériel dans un référentiel tournant

On choisit un référentiel Oxyz tournant avec la tige, et le repére associé O€,€,é, (voir dessin). Le vecteur
é, est dans la direction de la tige, avec origine le point O, et €, est dans le plan vertical contenant la tige.
La tige tourne avec un vitesse angulaire {2 verticale, donc

Q = Qcos aé, + Qsinaé, . (34)

a) Dans le référentiel lié a la tige, les forces exercées sur le point P sont :
— le poids mg = —mg cos aé, — mgsin aé,,
— la force de rappel du ressort, dirigée le long de la tige, F= —k(xz —ly)é,,
— la force de liaison de P sur la tige, perpendiculaire a la tige, N = N,é, + N.é, (dans le dessin
ci-dessous, le vecteur N nest pas dans le plan de la feuille, en fait la composante N, compense la
force de Coriolis),



— la force de Coriolis

Q cos a x 0
Feoriolis = —2mQ AU = —2m 0 A0 ==2m | Qsinaz | ,
Qsin « 0 0
qui n’a pas de composante selon é,,
— et la force centrifuge,
ﬁCentrifuge = _mé A (Q A (ﬁ)
Qcos a x Qcos o 0
= —mf A 0 ATO =—-m 0 A | zQsin
Q) sin « 0 Qsin « 0

max?sin® o

= 0

—mx$? sin ar cos

— Les autres forces d’inertie sont nulles, car 1’origine du référentiel tournant est fixe dans le référentiel
d’inertie, et que la vitesse angulaire €2 est constante.

Z @ v

On peut alors écrire I'équation du mouvement dans le référentiel tournant, Y F&¢ 7 Frinertie — g/,

selon é, :
—mgcosa — k(z — ly) + mzQ?sin® a = mi . (35)

qui peut se récrire
mi = —(k — mQ?sin? o)z + (klp — mgcos ). (36)

On reconnait ’équation différentielle de 'oscillateur harmonique de pulsation

kE — m2sin® o
W= ,

m

pour autant que k > m?sin® a.

b) A l’équilibre dans le référentiel de la tige, le point matériel a une accélération nulle (Z = 0). De
I’équation du mouvement, on trouve alors la position d’équilibre z., telle que

—(k — mQ?sin® )2, + (kly — mgcosa) = 0. (37)
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d’ou
(k — mQ?sin® ).y = kly — mgcosa, (38)
et la solution est
kly — mgcos «
Teqg = ‘ :
Tk —mQ?sin®a

Les cas limites donnent :

— k — 00 = x4 = ly, qui correspond a un ressort rigide qui n’est pas affecté par le poids ni la force
centrifuge.

— Q=0=2,=1— F2cosa.

2
— A =T)2 = Ty =

k—mQ2 "



4 Déviation vers l'est

a) Le référentiel lié a la Terre n’est pas galiléen,
mais en rotation autour de ’axe Nord-Sud. Les
forces s’exercant sur le mobile sont donc :

— La force de gravité P= —Mmge.,.
— La force centrifuge Feen = ma A (G AT).
— La force de Coriolis Fror = —2ma A U.

b) Un ordre de grandeur de w est w =
ﬁ;ms*l = 7.27x 107°s L. L’amplitude de la
force centrifuge est donc au mieux de w? Ry ~
0.034ms™2? < g. On peut donc la négliger dans

un premier temps.

c) Sion néglige la force de Coriolis, 'objet se dé-
place uniquement dans la direction €,. Si la
vitesse est donnée par v = Z¢€,, la force de Co-
riolis est alors

—2ma A z€, = —2mw?z cos 0é,.

* Au vu des conditions initiales, la latitude est donc conservée au cours du mouvement. Les équations
du mouvement sont données par

mi = —2mwz cos 6
my =0
mzZ = —mg

d) Résolvons d’abord ’équation du mouvement selon z. On a :

2(t) = —gﬁ + 2(0)t + 2(0)

Le mobile a chuté de h a un temps t;, = /<.

Maintenant, dans la direction x, on obtient m# = 2mw cos fgt. Un premiére intégration (en utilisant
#(0) = 0) nous donne
& = gw cos Ot

Une seconde intégration donne

1
x(t) = 39w cos ot’.
Au moment ou I'objet a atteint la profondeur A, on a donc
1 (2h)3
r=-wg|— ] cosé.
3 g

L’objet s’est bien déplacé vers I'est (quelque soit notre hémisphére de départ).
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e) Le temps de chute est égal a

[2h
ty, = — =~ 5.68s.
)

La vitesse angulaire est égale & 7.27 x 107°s~!. Ensemble, on obtient finalement

1
x(t) = 39w cos 0> ~ 0.0435 cos Om = 2.74cm.

La vitesse maximale de la masse est atteinte au moment de I'impact au sol.
4= —gt ~ 55.Tms "
& = gwcos Ot* ~ 0.023 cos hms ' ~ 0.0145ms L.

La vitesse dans la direction €, est donc bien négligeable comparée & la vitesse verticale.

Compléments de cours, hors programme

f) La force de Coriolis est maintenant donnée par

0 x Zcos — ysinf
Foor = —2mw [cosO | ANy | =—2mw I sin 6
sin 6 Z —xcosf

Les équations du mouvement sont alors données par

mi = —2mw(Z cos — ysind)
my = —2mw sin 6
mz = —mg + 2mwx cos 6

g) On dérive la premiére équation du mouvement :
T = —2w(Zcosf — §jsin )
On peut alors utiliser les deux autres équations pour obtenir :
T = —2w((—g 4 2wi cos ) cos § — (—2w sin H) sin 0)

T = 2wg cos f — 4w

On reconnait la I’équation d'un oscillateur harmonique avec une fréquence 2w, plus un terme constant.

La solution particuliére est & = L cosf. La solution générale est & = Acos(2wt) + Bsin(2wt). A

t = 0, 'équation du mouvement nous donne #(0) = 0 car 7 = 0. En utilisant les conditions initiales
#(0) = £(0) == 0, on obtient donc

. gcost

T (1 — cos2wt)

2w

Pour trouver z(t), il nous suffit d’intégrer cette expression et d’utiliser 2(0) =0 :

o(t) = Qicose (t— M) .

w 2w
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h) Nous pouvons maintenant utiliser les autres équations du mouvement :

§ = —2wisinf < §j = —gcosf(1l — cos 2wt) sin O

Une premiére intégration et ¢(0) = 0 nous donne
. gsin 26 sin 2wt

= t— .

y 5 ( 5 )

Une seconde intégration et y(0) = 0 nous donne finalement :

gsin20 12 cos2wt — 1
£) = — ey,

De la méme facon, on obtient
—g + gcos® O(1 — cos 2wt)
sin 2wt
Y = —gt + gcos® Ot —
i=—gt+g ( 5 )
t2 o 2 cos2uwt —1
t)=—g— 0(—+———).
(1) = ~g5 +geo? 6(5 + S0
La durée de la chute reste de I'ordre de quelques secondes. On est donc dans un cas ot wt < 1. En

z =

),
utilisant les formules données dans 1’énoncé, on obtient :

g (2wt)® 3
t) ~ —cosf—— = — 6.
x(t) 5 C8 0 1o, 5w cos
On retrouve bien le résultat précédent.
Pour z(t), on obtient :
t2 2wt )? t2 t4
2(t) ~ —95 + g cos? 9(9;1})2 =95+ gw? cos? HE'

A nouveau, on vérifie que le terme dominant correspond bien & celui que ’on avait trouvé au préalable.

Pour trouver le nouveau temps de chute t,, on résoud le polynome d’ordre 2 :
2

2 h
A:%—%COSQQ
=0 (9 JUR)~s568s
* T gw2cos?f \2 e

Le temps de chute a en fait changé de le — 7s, ce qui est largement négligeable.

Enfin le déplacement sur I’axe nord-sud est donné par :
gsin 20 (2wt)*
y(t) ~ - ( )2 =
2 96w 2 6
Dans I’hémispheére nord, ce déplacement a lieu vers le sud, alors qu’il est vers le nord dans I’hémisphére
sud. A la fin de la chute, y = —8.97x107%m. Ce déplacement est largement négligeable, et trés différent

de la valeur observée. Celle-ci est probablement due & une erreur lors de 'expérience.

gw? sin 20 t*
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