Mini-test de physique générale I — Section SC

A rendre le jeudi 10 décembre 2020 tigrane.cantatmoltrecht@epfi.ch

Corrigé du mini-test 6 : Rouler un cube

(74647 = 20 points au total)

a) Conditions de décollement et de non glissement (7 pts)
Les forces s’appliquant sur le cube sont :

— La force exercée au centre de masse : ' = F I

— Le poids : mg = —mg I3
— La force de frottement exercée au point d’appuis A : F,=—F, &
— La force de frottement exercée au point d’appuis B : ]38’ =—F 1

— La force de soutient en A : N = N T3

— La force de soutient en B : N' = N’ T3
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2 points pour 6 forces correctement placées et orientées, Fg et de F{ doivent étre horizontales |y 5

Enlever un point par force manquante ou point d'application faux.

La condition d’équilibre statique est : somme des forces externes nulle et somme des

moments nulles C

En choisissant A pour point de calcul des moments :

{Ziﬁf’“:ﬁ+m§+ﬁ+ﬁ'+ﬁs+ﬁ;=5 (1)

S Mg — AC A (ﬁ+m§> +AB A (N’+ﬁ;) =0
La projection sur les axes du repére donne le systéme suivant D:

F—F,—~F =0
—mg+N+N =0 (2)
Ymg — 2F —aN =0
En choisissant GG pour le calcul des moments :
SUF = Fimg+ N+ N +F+F =0
- — = — =2/ =/ g
> Mgt = GAn (N + Fy) +GB A (V' +F) =0



La projection sur les axes du repére donne le systéme suivant D:

F—F,—F =0
—mg+ N+ N =0 (4)
G Fs+Fs—N+N)=0

Le décollement a lieu lorsque N’ = 0 E, ce qui implique que la force de frottement
F! s’annule. En effet, par la loi de Coulomb, on sait que la force de frottement dépend de
la force normale donc

N=0 = F =0 (5)
Le systéme d’équation devient :
F = F,
mg =N (6)
mg = F

Donc F' = mg est la condition recherchée F : lorsque la norme de la force F
est égale au poids mg le cube ne repose plus que sur la point d’appuis A. Dans cette
situation, la force de frottement en A est égale et opposée a la force F'. La condition de
non glissement de A peut s’écrire alors par la loi de Coulomb :

F; F -
/’LSZN:m_gzlG (7)

Equations du mouvement (6 pts)
Dans la situation dynamique, la disposition des forces correspond au schéma ci-dessous

Calcul en utilisant le point G (6pts)

Les équations du mouvement sont données par théoréme du centre de masse et le théoréme
du moment cinétique, ici le point G :

de:ZiF?Xt

Lo . [Toonts g

mig =F +mg+ N + F,
dLe - L (9)
Efzcﬁ:GAA<S+N>
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Il s’agit d’un mouvement plan sur plan parce que le plan de section du cube reste paralléle
au plan xjx3 du référentiel, donc

W= wfg (10)

Le sens de & est donné par la régle du tire bouchon, et sa norme par la vitesse angulaire
donc

&= diy. ‘1 point 0.5 si signe incorrect | (11)

Le calcul du moment des forces F, et N par rapport a G donne

Mg = ﬁA(ﬁSJrN)

= GA(cos¢ &y —sing &3) A (—Fs &1+ N Z3)

= GA(N cos¢ &1 Ady+F, sing 3 A21)
—— ——

=—1I2 :;22

— %(—NCOS¢+FSSHI¢) T J

Comme la droite A, passant par G et paralléle a 25 est un axe principal d’inertie du cube,
on peut écrire :

2 .
Lg = 166 = Igoowls = Inc® T2 = % ¢ Ty K (12)

La projection des équations sur les axes du repére donne les équations du mouvement :

m:iGl =F— Fs
mige =0

L (13)
mIgz = N —mg

mggé = \% (—N cos ¢ + Fsin ¢)

La relation entre les variable cartésiennes 1, x3 et la variable angulaire ¢ est

Te1 = —\% cos ¢ (14)
Tag = \% sin ¢

donc, pour les dérivées seconde, on a :

fa =5 ¢* cosd + ¢ Sin¢) (15)
Tas = \% —¢? sing + Cosgb)
T3
G
¢ "
A



On peut maintenant remplacer ces coordonnées dans 1’équation 13 pour obtenir un systéme
de quatre équations a quatre inconnues :

(..
Tg2 =0

F; :F—m\/i§ <q52 cosd + ¢ sin(b)

. ) (16)
N =mg+ms (—(bQ sin ¢ + ¢ cosgb)
\(ﬁ = \/;;m (—N cos ¢ + Fsin ¢)
On peut calculer :
Ncos¢p = mgcoso+ m% cos ¢ <—$2 sing + ¢ cos ¢> (17)
F.sing = Fsinqﬁ—m% sinqﬁ(gb? cosd + ¢ sin¢) (18)

‘1 point pour la substitution de N et F, |,

2 ;
\/_6am¢ = —Ncos¢+ Fgsing

— —mgcos¢—|—Fsm¢+Ws1n/¢—%go&¢ﬁ/

—%COS ¢¢—Esm (b(b

Finalement, 1’équation différentielle gouvernant 1’angle de rotation est :

. 3 , .
b = > Toam (F sin ¢ — mg cos @) M (19)

Calcul en utilisant le point A (6pts)

Les équations du mouvement sont données par théoréme du centre de masse et le théoréme
du moment cinétique, ici le point A :

iy L] (20

Ce qui pour la situation présente s’écrit :

m&G:ﬁ+m§+]\7+ﬁs
AL, - 3
AL AZA(F+m5)

Il s’agit d’'un mouvement plan sur plan parce que le plan de section du cube reste paralléle
au plan xjx3 du référentiel, donc

(21)

W= wfz (22)

Le sens de & est donné par la régle du tire bouchon, et sa norme par la vitesse angulaire
donc

&= iy ‘ 1 point 0.5 si signe incorrect | (23)
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Le moment des forces extérieures par rapport au point A est :

My = AGA <ﬁ + mff) (24)

= AG (sin¢ &3 —cos¢ &1) A (F &1 — mg i3) (25)

= AG Fsin¢ 3N\ 21 +AG mgcos¢ 1 N T3 (26)
~—— ——

a .
= E(Fsin¢—mgcos¢)§:2 J (27)
Le moment cinétique du cube par rapport a A est

La = I4&1 point |k (28)

L’axe Ag, parallele & 21 et passant par G est un axe de symétrie du cube, c¢’est donc un
axe principal d’inertie. En vertu du théoréme de Huygens-Steiner le moment d’inertie du
cube par rapport & un axe A4 passant par A et paralléle a Ag est

2 2
2
In, =Ip, + mAG? = % + % = gma2 ‘ 1 point pour Steiner‘L (29)
L’axe A4 est aussi un axe principal d’inertie (théoréme vu au cours) donc
L2,
La= 3Ma’ (30)

Les équations du mouvement sont :

miqg = F — Fj
MmIao =0

. (31)
migzs = N —mg

%ma2 b = \% (F'sin ¢ — mg cos ¢)

L’équation différentielle pour ¢ est donc :

b= 2—\3/§ # (F'sing — mg cos @) M (32)

Analyse de I’énergie du systéme et du travail des forces (7 pts)

Commencons par déterminer les forces qui travaillent :

(a) Le point d’application de la force de réaction N ne se déplace pas, donc cette force
ne travaille pas : 0Wx =0,

(b) Le point d’application de la force de frottement statique ﬁf ne se déplace pas, donc
cette force ne travaille pas : dWr, =0,

(c) La pesanteur est conservative. Elle dérive du potentiel V(%) = mgxs, telle que mg =
—VYV,

(d) La force F est conservative : elle dérive du potentiel Vr(Z) = —Fxq, en effet F =

—VVr ‘1 point pour une justification |y




Les deux forces qui travaillent étant des forces conservative on peut affirmer, comme vu
au cours, que 1’énergie mécanique est conservée. ‘1 point -0.5 par élément manquant ‘ 0

On peut donc écrire I’énergie potentiel du systéeme :

Epot =V, + Vi = mgxs — Fay p (33)

La relation entre les variables cartésiennes x1, x3 et la variable angulaire ¢ est définies par
I'équation (14). En effectuant le remplacement dans E,, on obtient

ot = mgrs — Foy = % (mgsin ¢ + F cos ¢) (34)

On dérive une premiére fois pour trouver les extrema de la fonction :

E

p

b _
do /2

Cette fonction s’annule pour mgcos¢ = F'sin ¢, donc lorsque = = tan¢. La condition
sur F' pour qu’il y ait un point d’équilibre a I’angle ¢, est que

F =mgcot ¢ R (36)

Si ¢y €[4, 5] alors cot ¢ € [0, 1]

Pour déterminer la nature de la stabilité, on dérive le potentiel une deuxiéme fois

d*E :
O =~ tmysing+ Feoso) [T pont | @)

Dans l'intervalle [7, 7] les fonctions sin ¢ et cos ¢ sont positives, donc % < 0 dans cet

intervalle, ce qui implique que 1’équilibre est instable. T

(mgcos ¢ — F'sin ¢) ‘1 point ou pour I'équilibre des forces‘Q (35)




