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Avant-propos

La mécanique est 1’étude du mouvement d’objets massifs soumis a des forces.
L’énoncé par Newton en 1666 des lois fondamentales de la mécanique marque a la
fois le début de la physique moderne et le début des mathématiques modernes. En
effet, Newton a dt développer le calcul différentiel pour formuler correctement le
principe fondamental.

C’est donc trés naturellement a 1’occasion d’un premier cours de mécanique que
I'on rencontre un certain nombre de concepts mathématiques. Ces concepts sont
développés dans les cours d’algebre et d’analyse, mais on en a tout de suite besoin.
Comment faire? Commencer par un bref cours de mathématiques?

Dans ces notes de cours, j’ai décidé d’opter pour une autre approche. On va étu-
dier des problemes de plus en plus complexes, et on introduira au fur et a mesure
les notions mathématiques nécessaires. Elles seront regroupées dans des appen-
dices auxquels on pourra se référer tout au long du semestre.

Complément (les éléments indiqués en complément ne sont pas exigés a I'examen). Le do-
maine d'application de la mécanique newtonienne est vaste, mais pas infini. Il est limité aux
phénomeénes qui impliquent des vitesses beaucoup plus petites que la vitesse de la lumiére
¢ ~ 300 000 km/s. Lorsque I'on approche de ces vitesses, la théorie de Newton doit étre
modifiée : c'est la théorie de |a relativité restreinte (Einstein, 1905). Lorsque le champ gravita-
tionnel est trés intense, la relativité générale doit étre utilisée (Einstein, 1917). Par ailleurs, si
I'on s'intéresse a des objets trés petits (atomes, particules, .. .), la théorie doit &tre remplacée
par la mécanique quantique (Heisenberg, 1926) qui associe a chaque systéme une fonction
d'onde dont I'évolution dans le temps, gouvernée par I'équation de Schrédinger, permet de
prédire la probabilité d'obtenir un certain résultat de mesure. A noter que pour l'instant il
n'existe pas de théorie quantique unifiée avec la relativité générale.

Pendant ces deux siecles et demi de regne sans partage, la mécanique a été uti-
lisée pour comprendre des phénomenes de plus en plus complexes : la balistique
(le mouvement des corps dans le champ de gravitation de la Terre), le mouvement
d’objets soumis a des forces supplémentaires (ressort, pendule, ...), le mouvement
des planetes autour du Soleil, le mouvement d’objets en interaction, le mouvement
des corps solides, etc. Dans ce cours, nous allons étudier un certain nombre de
ces phénomenes par complexité croissante, en partant comme il se doit des lois
de Newton et de la balistique (qui concerne 1’'étude du mouvement des projectiles,
mot issue du grec "ballein" : lancer, jeter).



Lois de Newton et balistique

« Corpus omne perseverare in statu
suo quiescendi vel movendi uniformiter

in directum, nisi quatenus a4 viribus
impressis cogitur statum illum mutare. »

— Isaac Newton

I. Introduction

Les objets étudiés en mécanique sont caractérisés avant tout par leur masse m,
mais ils ont toujours une certaine extension dans l'espace (bille, dé¢, ...). Dans beau-
coup de circonstances, la taille et la forme précise de ces objets sont sans impor-
tance, et le mouvement peut étre décrit par la position d’un point de référence, par
exemple son centre pour une bille. Ceci conduit au concept de point matériel, un
objet de masse m et d’extension nulle. Cette approximation consiste a ignorer la
possibilité pour un objet de tourner sur lui-méme et décrit de fagon rigoureuse le
déplacement du centre de masse considéré comme un point matériel de masse m.
Nous y reviendrons lors de I’étude du mouvement des solides.

La position d’un point matériel est repérée par un point M dans l'espace a trois
dimensions. La description de son mouvement ne fait de sens que par rapport a un
certain référentiel.

Définition (Référentiel). Un référentiel est défini par un ensemble de quatre
points non coplanaires dont les positions relatives ne bougent pas au cours du
temps.

Une fois le référentiel choisi (par exemple un solide lui-méme fixé au sol), I'es-
pace peut-étre doté d"un repere orthonormé (O, ey, €, €;) lié a ce référentiel (c’est a
dire fixe dans ce référentiel).

N —
Définition (Vecteur position). A tout point M, on peut associer le vecteur OM.
On notera souvent ce vecteur 7 = OM.



Les coordonnées du point M dans ce repere sont définies par les composantes
du vecteur 7 dans la base (e, €y, €;) :

—
OM=7=xéxt+ye,+ze;.

—
Ces composantes (x, y,z) sont obtenues en projetant le vecteur OM sur chacun
des vecteurs de base, par exemple :

_—+ — — — — — — —
OM- e =xéx-ex+yeéy-ex+zeé;-ex=x.

ol l'on a utilisé la distributivité du produit scalaire sur 1’addition puis 1’ortho-
normalité de la base (€, €y, €z).

Lorsqu'un point matériel est en interaction avec son entourage, sa position évo-
lue au cours du temps. Cette évolution est donc naturellement décrite par une fonc-
tion M(t) qui a chaque instant ¢ associe un point de I’'espace, ou de fagcon équivalente
par un vecteur 7(t). Le but de la mécanique est de calculer 7(t) dans différentes cir-
constances. Cette fonction est parfois appelée équation horaire. La trajectoire du
point M entre deux instant f; et f, est formée par 1’ensemble des points M(t) (ou
des vecteurs 7(t)) pour t € [t1,t2].

II. Leslois de Newton

Pour formuler les lois de Newton, il est utile d"introduire les dérivées par rap-
port au temps du vecteur position.

Définition (Vecteur vitesse). Le vecteur vitesse est la dérivée par rapport au
temps du vecteur position :

, dr

=g
Comme 7 = x &y +y €, + z €; et que les vecteurs (&, €, €;) sont fixes dans le repere

de,
choisi (d“’x =% =9% _{) ona

dar dtr

L dx de, dyq de, dz_ de;
il rl R T A el R T
_dx +dy5+dz

=gt e

En mathématiques, il est usuel de noter la dérivée d"une fonction f(t) par f'(#).
En mécanique (et d’autres branches de la physique), la dérivée par rapport au temps



est notée avec un point au-dessus de la lettre désignant la fonction :

dx dy dz
— () =x(t), @) =yt), ——()=2z1),
Sh=:0, TO=y0, TO==0
et pour un vecteur
d7 :
—(t) =T7(t).
SO =7
Ainsi, 9(t) = x(t) éx + y(t) &, + Z(t) €.
Définition (Vecteur accélération). Le vecteur accélération est la dérivée par rap-
port au temps du vecteur vitesse :

. dd
Cdt
. 7
Comme 7 = —, on a
dt
= d%r
—de2’

d’ou, en utilisant de nouveau que les vecteurs (¢, €, €;) sont fixes dans le repere
choisi,

L dix . d%y.  d%z.

a= Eex+@6y+@ez.

De méme que I’on note les dérivées premiéres avec un point, on note les dérivées
secondes par rapport au temps avec deux points :

d?7

@(t) = 7(t).

d? d? d?
PO =50, O=i0, HO=20, et
Ainsi, d(t) = ¥(t) ex + ij(t) €, + Z(t) e..

Enfin, un point matériel n’est pas simplement caractérisé par sa position, mais
également par sa masse m. La formulation de nombreuses propriétés se fait de fagon
plus compacte en termes du vecteur quantité de mouvement.

Définition (Quantité de mouvement). La quantité de mouvement est le produit
de la vitesse par la masse :
p=mu.

En 1666, Newton a rationalisé de nombreuses observations a 1’aide de trois lois.

Loi 1 (1™ loi de Newton, Principe d’inertie). Un point matériel isolé est soit au
repos, soit animé d’un mouvement rectiligne uniforme (7 = cte).

Loi 2 (2° loi de Newton, Principe fondamental de la dynamique). Si, du fait de
ses interactions avec 'extérieur, un point matériel est soumis a une force F, son
mouvement est régi par I’équation

dp

F_97
dt

Si sa masse est constante, cette équation prend la forme

F=ma.




Loi 3 (3¢ loi de Newton, Principe d’action et réaction). Si un corps 1 exerce sur
un corps 2 une force F;_,y, le corps 2 exerce sur le corps 1 une force F,_,; qui lui
est opposée :

Fry=—-Fk.

Ces lois appellent de nombreux commentaires. En réalité, une bonne partie du
cours va consister a donner un sens précis a ces lois.

La premiere loi se base sur I'observation qu’un objet posé sur une table parfaite-
ment horizontale ne bouge pas, et que si on lui donne une impulsion sa vitesse sera
constante si les frottements sont négligeables. Elle sous-entend que si ’on prend la
Terre comme référence, cette loi est valable. Or, comme nous le verrons, ce n’est pas
rigoureusement vrai. Si l’on prend le Soleil comme référence, la Terre tourne autour
du Soleil et sur elle-méme. La premiére loi s’appliquera de fagon plus précise dans
un référentiel lié au Soleil (quoique non rigoureuse car le systéeme solaire tourne
lui-méme autour du centre de notre galaxie, la voie lactée. ..).

Il y aura donc en général des corrections a apporter a la premiere loi si 'on
se place dans un référentiel lié a la Terre, corrections d’autant plus grandes que le
temps d’observation d'un phénomene est grand et devient comparable a la période
de rotation de 23h 56min (jour sidéral). Par conséquent, la premiere loi de New-
ton peut étre comprise comme la définition d'un référentiel inertiel ou galiléen,
c’est-a-dire un référentiel ou elle s’applique. Pour des expériences typiquement ef-
fectuées en auditoire sur des durées de quelques secondes ou minutes, le référentiel
terrestre peut-étre considéré comme galiléen. Nous verrons plus tard comment les
autres lois sont modifiées lorsque 1'on passe dans un référentiel non-inertiel (ou
non-galiléen).

Dans la deuxiéme loi, la force Festla résultante, c’est-a-dire la somme vectorielle,
de toutes les forces auxquelles le point matériel est soumis. Par exemple, un objet
posé sur une table est soumis a son poids et a la réaction de la table. La somme
des deux s’annule, et il ne bouge pas (ou continue en mouvement rectiligne uni-
forme s’il posséde une vitesse initiale non nulle par rapport a la table). Déterminer
les forces auxquelles un point matériel est soumis est une partie importante du
probleme a résoudre. Par ailleurs, cette loi est formulée comme une équation dif-
férentielle, c’est-a-dire une équation dont 'inconnue est une fonction, et qui fait
intervenir des dérivées de cette fonction. C’est particuliérement clair pour un point
matériel de masse m constante puisque cette loi se réécrit

427

jag-
mdt2

ou encore, en posant F=F2é + Fye, +FEe;:

F, = mi
F, = my
F, = mZ

Les forces peuvent elles-mémes dépendre de la position, de la vitesse et du
temps, ce qui conduit a un systéme de trois équations différentielles couplées :

Fy(x,y,z,%,9,2,t) = m&
Fy(x, Y,2,X,9,%,t) = mjj
F.(x,y,z,%,9,2,t) = mZ



Une bonne partie du cours va consister a formuler ces équations différentielles, puis
a les résoudre.

Notons enfin que cette loi, d’abord formulée pour calculer 7(t) connaissant F,
peut aussi étre utilisée pour calculer F connaissant 7(t). Par exemple, si une bille
tourne dans un rail circulaire a vitesse constante, on peut calculer son accélération
et en déduire F, qui contient notamment la réaction du rail sur la bille.

Enfin, la troisieme loi de Newton, qui est essentielle pour démontrer la conserva-
tion de la quantité de mouvement totale et du moment cinétique total d"un systéme
isolé (voir chapitre 7), est toujours valable pour la gravitation, mais pas pour les
particules chargées en mouvement.

Complément (la troisiéme loi et I'électromagnétisme). Pour un systéme de particules chargées
en mouvement, les forces électromagnétiques, et notamment la force de Lorentz, peuvent violer
la troisiéme loi. Il s’en suit qu'un tel systéme, méme isolé du reste de |'univers, peut se mettre
en mouvement de translation ou de rotation ‘spontanément’. En réalité, les conservations de
la quantité de mouvement totale et du moment cinétique total sont bien satisfaites si on
tient compte du rayon électromagnétique émis par le systéme de charges en mouvement. Ce
rayonnement transporte en effet sa propre quantité de mouvement (causant la pression de
radiation) et son propre moment cinétique.

ITII. La balistique

La balistique est 1’étude du mouvement de projectiles massifs dans le champ de
pesanteur terrestre. Le champ de pesanteur est une conséquence de la gravitation
universelle.

Loi (Gravitation). Deux objets de masse m et m; sont attirés par une force inver-
sement proportionnelle au carré de la distance qui les sépare :

nymy
r2

7l =¢

ot G = 6,674 x 107! m3kg~! 572 est la constante de gravitation universelle. Si
I'on pose 71, = 7 — 71, de telle sorte que 7, = 71 + 712, la force exercée par m; sur
my est

= mimnip 712
12 L&T) ||1’12”
7 - et, d’apres le principe d’action et réaction,
2
- mqniy 712
0 F»,=-G > 7
&1 ”7'12H

A la surface de la Terre, on peut considérer que 11, ~ R, le rayon de la Terre. Par
ailleurs, pour tous les problemes qui font intervenir de petites distances par rapport
au rayon de la Terre, on peut se placer dans le plan tangent et remplacer cette force,
qui va vers le centre de la Terre, par une force verticale. !

1. Pour obtenir le champ de pesanteur exact, il faut aussi prendre en compte une contribution
additionnelle due a la force centrifuge qui sera traitée au chapitre 6, de sorte que la verticale ne
passe en générale pas par le centre de masse de la Terre, sauf aux poles et le long de I'équateur.



La norme de la force exercée par la Terre sur un objet de masse m vaut

Pl =%
' g . : . GM
On I’écrit en général en introduisant § = —- sous la forme :
R2
P=mg,

ot1  est un vecteur vertical de norme g et o1 la force, appelée poids, est notée P. g
a la dimension d"une accélération et elle vaut ¢ ~ 9,8 ms~2 (parfois approximé par
10 ms~2 pour des calculs d’ordre de grandeur).

Si l'on choisit un systeme de coordonnées ot €; est vertical ascendant, le poids
est donc donné par
P — _mg EZ .

Siun point matériel n’est soumis qu’a l’action du poids, les équations différentielles
qui régissent son mouvement sont donc

La solution générale de 1'équation ¥ = 0 est x(t) = at + b avec a et b des constantes.
Vérification. x(t)=at+b — x(t)=a = i(t)=0.

Preuve. De facon générale, la solution d"une équation différentielle du type

dx
SO = f0)

est donnée par x(t) = F(t) + a, ou F(t) est une primitive de f(t), c’est-a-dire une
dF
fonction qui satisfait G f. Appliquons cette regle deux fois de suite.

1. ¥ =0 = x =0+ acar F(t) = 0 est une primitive de f(t) = 0.
2. X =a = x(t) = at + b car F(t) = at est une primitive de f(t) = a.

1
De méme, la solution générale de I'équation Z = —g est z(t) = — > gt* +at +b.

1
Vérification. z(f) = —Egt2 +at+b = ZI(t)=-—gt+a = ZI=—-4g.

Preuve.

1. Z(t) = —g = Z(t) = —gt + a car F(t) = —gt est une primitive de f(t) = —g.



2.2(t) = —gt+a = z(t) = —%gt2 +at + b car F(t) = —%gt2 + at est une
primitive de f(t) = —gt + a.

Finalement, la solution générale du probléme fait intervenir six constantes d’in-
tégration, deux par composantes. On peut les repérer par des indices et écrire

x(t) = ayt + by
y(t) = ayt + by
z(t) = —%gt2 + ayt + b,

Ces constantes d’intégration sont fixées par les conditions initiales, c’est-a-dire par
la position et la vitesse du point matériel. Dénotons les par 7y = (xO, Yo, zo) ety =
(vox, Voy, voz)- Par définition, x(t = 0) = x¢. Mais x(t = 0) = a, x 0+ by = b, donc
by = xg9. De méme, x(t = 0) = vgy. Mais x(t = 0) = a, donc a, = vgy. Ainsi,

x(t) = voxt + X9

De méme,

y(t) = voyt +yo -

Enfin, z(t =0) = b et2(t =0) = —¢g x 0 +4a; = a5, d’ou

1
z(t) = —Egt2 + 0.t + 20 -

Ces équations sont la solution générale du probleme d’un point matériel dans le
champ de pesanteur sans frottement ni autres forces.

Remarque. La solution est indépendante de la masse! Un objet l1éger et un ob-
jet lourd tombent a la méme vitesse. C’est vrai tant que 'on peut négliger les
frottements, donc en particulier dans le vide.

Exemples d’utilisation.

1. Chute d"un objet : si on lache un objet sans vitesse initiale d"une hauteur
h, son mouvement est donné par

1
z(t) = —Egt2 +h.

Il touche le sol au bout d"un temps donné par

1
z(t):0:>—§gt2—|—h:O

2h
= t= /.
8

Réciproquement, si 'on mesure le temps t, on en déduit la hauteur
1
h=_gt*.
78
Application : une falaise surplombe une riviere. On lache un caillou qui

met deux secondes a toucher ’eau. Quelle est la hauteur de cette falaise ?
Réponse : h = Jgt> = 1 x 9,8 x4 =19,6 m.




2. Trajectoire d’un projectile : on lance un projectile depuis 1'origine avec
une vitesse dans le plan (xz) donnée par

Vox = Upcosl, vy, = vgsind.

0 A X

On se propose de déterminer :

a) la forme de la trajectoire;

b) le temps de vol;

c) le point d'impact A;

d) la hauteur maximale;

e) I'angle 6 qui maximise la portée.

Solution : les équations horaires sont

x(t) = voxt = vgcosH t

y(t) =0
z(t) = —1gt? + vpsinf t

a) De la premiere équation, on tire

. X
~ vpcosh’
De la troisiéme, on tire
. 1 1 242 sin 6 N
N 2gv% cos2 0 v cos @
soit i
8 2
z=—-—°—x"+tanfx.
2 v3cos? 6

C’est 1’équation d'une parabole. Le mouvement a lieu dans le plan
(xz) puisque y(t) = 0.
b) Le temps de vol correspond au temps ¢t > 0 tel que z(t) = 0, soit :

1
—Egt2+vosin6 t=20

1
vpsin® t = Egt2
200 sin 6
—g .

vol —
c) Le point A est atteint lorsque ¢ est égal au temps de vol, d’otr :

20 sin 0
x(t) :vocoset:vocow%,
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d)

soit donc finalement

XA =0 , etbienstr 2z, =0.

On peut aussi déterminer directement x4 en résolvant I'équation de
la trajectoire pour z = 0, soit :

1 g 2
0= —=—+°>—-—x"+tanfbx,
2 v%c0529

ce qui conduit bien sir au méme résultat.

La hauteur maximale peut étre calculée comme le maximum de z(x).
Ce maximum satisfait

dz g
— =0 ——— tanf =
dx v% 020 X + tan 0

1 cosfsin6
cos?ftanf ~ = 05 ———— .

8

C’est le milieu de la trajectoire. z vaut alors

1 g 03 cos2fsin?®  sind » cosfsinf

7z = —— 0 7
2 v} cos? 6 g2 cosf 0 g
soit
1 ,sin?6
Zmax — E (4
8

On peut aussi le trouver en écrivant que c’est le temps ¢ ou1 la vitesse
verticale s’annule :

in 0
2(t) =0= —gt+vosinfd =0 =t = vozm ,
qui nous donne le méme résultat :
1 vZsin® 0 . vpsind 1 ,sin?0
Zmax——EgT—f—UOSlng I3 —EUO q
Vérification : z [m], vy [ms™1], ¢ [ms~2].
Nous avons vu que la portée est donnée par
2
Xpq = % sin 26 .
Dérivons par rapport a I’angle :
d 2
A _0— D2cos20=0— 0= .
de g 4

La portée est maximale pour 6 = 45°.
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IV. Balistique avec frottement

La trajectoire d"un objet de taille non négligeable peut encore étre déterminée en
le considérant comme un point matériel, mais a condition de prendre en compte la
résistance de l'air. Cette résistance crée une force effective opposée au mouvement,
et qui doit augmenter avec la vitesse et s’annuler lorsque la vitesse est nulle. Un mo-
dele simple conduit a inclure dans le probleme une force supplémentaire F, = —b 7,
proportionnelle a la vitesse (force de frottement fluide en régime laminaire).

La deuxieme loi de Newton reste valable, mais a condition de prendre pour la
force F la résultante du poids et de la force de résistance, c’est-a-dire

Fx: _bvx: _bx
F=P—-b7 ou Fy = —bv, = —by
F, = —-—mg—bz

Les équations du mouvement sont données par :

mi = —bx
mij = —by
mi=—bz—mg

Commengons par résoudre la premiére équation :
mi=—-bx — —-=—-——.
x

Mais on sait que la dérivée du logarithme d’une fonction u est donnée par

v
(Inu) = -

¥ d
Ainsi, — = — [InX] puisque ¥ est la dérivée de x. L'équation différentielle est donc

de la forme
d [Inx] = b
dt oom’
donc
, b
Inx=——t+a,
m
. b L b
avec a une constante, puisque F(t) = ——t est une primitive de f(t) = — En

prenant I’exponentielle des deux membres, il vient

. b o b
exp (Inx) = exp (—a t) exp(a) = x=-¢e"exp (_E t) .

ou encore

X =dexp (—%t) ,

ol d est une constante. Si on appelle v, la vitesse initiale a I'instant t = 0, on a:
b
dexp - X0) =09 = Uor=24d.

Ainsi,
b
X = Uy €Xp <—a t) ,
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ou encore, en introduisant la notation
m

T = ? ,
ol T est une constante ayant la dimension d’

X = Upy eXp (—%) .

La vitesse dans la direction de x est réduite exponentiellement au cours du temps

un temps,

avec un temps caracteristique T = —-.

b
Pour trouver x(t), il suffit de trouver une primitive du membre de droite. Or,

d N t £
comme [exp (at)] = aexp (at), une primitive de vy exp (—;) est donnée par

F(t) = vox (—T) exp (—%), donc
t
x(t) = —TUpx €Xp <—;> +c,

avec c une constante. Si a l'instant t = 0, le point est en x = 0, la constante c est
donnée par

0=—Togy+¢c =— = TUpy.
On en déduit que
x(t) = voxT _1 —exp (—;) .
De méme, ) )
y(t) = voyT _1 —exp <_§) :

Et si I'objet est lancé avec une vitesse initiale dans le plan (xz), vo, = O et y(t) = 0:
le mouvement a lieu dans le plan (xz).

Passons a I’équation différentielle en z. Elle est donnée par
mz = —bz —mg,

ou encore
mz +bz = —mg.
Résolution par changement de variable.

On peut faire un changement de fonction inconnue pour faire disparaitre le se-
cond membre. Posons en effet

u(t)y=z(t)+at — u=:z+a et ii=7=%.

L’équation se réécrit
mii + bt —ba = —mg.

. . . m S . ‘oz .
Si on choisita = =5 = Tg, u satisfait 'équation différentielle :

b
mii +bu =0.

13



C’est de nouveau la méme équation différentielle que pour x, et la solution générale
est

t>, u(t) = —tdexp (—%) +c,

1u(t) = dexp <—%

donc
z(t) = u(t) — at

= —Tdexp (—%) +c—grtt.

Complément (Méthode alternative). Vous verrez en mathématiques que la solution générale
d'une équation différentielle non homogéne (avec second membre) est la somme de la solution
générale de I'équation homogene (sans second membre) et d'une solution particuliére de
I'équation avec second membre.

Vérification. Si

mf +bf =0

et
mg +bg = —mg,

alors i _
m(f +8)+b(f +8) = —mg.

Mais f + ¢ est la dérivée seconde de f + g, et f + ¢ est la dérivée premiére de f -+ g.
Autrement dit, f + g est solution de I'équation avec second membre. Si on additionne la
solution générale de I'équation sans second membre et une solution particuliére de I'équation
avec second membre, on obtient la solution générale de I'équation avec second membre.

L'équation sans second membre s'écrit
mz+bz=0.

C’est la méme équation que pour x, et la solution générale est donnée par

s — ol _£>
z—eexp< ~ )
5 — _E

z—dexp< T),

ou d est toujours une constante. Une primitive du membre de droite est donnée par F(t) =

avec a4 une constante, ou encore

t
—Tdexp (—;) et la solution générale est de la forme
t
z(t) = —tdexp (—;) +c,

ol ¢ et d sont des constantes. L'équation avec second membre admet une solution particuliére
trés simple :

. m m
Z=-——9 =— zZ(t)=—gt=—grtt.
b b
La solution générale est donc de la forme
t
z(t) = —tdexp (—;) +c—gTtt.

Les constantes d’intégration c et d peuvent étre fixées par les conditions initiales.

1. z(t =0) = zg = —7d + ¢ = 2p.
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2. 2(t=0)=vy;, =d —gT1:

d=1vp,+gT
¢ =20+ 0o, T + gT>

Finalement,
t
z(t) = zg — (UOZT + grz) exp <—;> + 00T + gT2 —gTtt

ou encore

z(t) = zo + (Z)QZT +grz) <1 — exp <—%>) —gTt.

Remarques.
. : m
— Le mouvement dépend de m dans ce cas via T = 5

— La vitesse verticale est donnée par

(t) = (vo:z 4+ gT) exp (—%) —gT.

Lorsque t — 400, elle n"augmente pas indéfiniment, mais elle sature a la
valeur —gT.

. . t
Complément (limite sans frottement). Dans la limite sans frottement, T — 400 et — —
T

0. On peut faire un développement limité de I'exponentielle :

ex (—t>—1—t+1t2+
P\77) 7 T 272 7

et on arrive a

N[t 1
z(t):zo—k(voﬂ—i—gr) = — =000 || — Gl

t2 I
=z0+vet— o0 +gxf — 58t — gt
~——
0 quand T—>+o00

1 5
2
C'est bien la solution du cas sans frottement.

Complément (trajectoire avec frottements). Lorsque t — +o0,

x(t) = 0o T (1 — exp (—%)) — Vox T

et
2(t) =~ zo + v, T + gT2 — gTt — —00.

La trajectoire doit donc avoir une asymptote verticale en x = v, T.

On peut trouver la forme explicite de la trajectoire. En effet,
t
X(f) = U0y T (1 —exp (—T>>
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peut s'inverser pour trouver { en fonction de x :

t
X = UoxT — UpxT EXP (_7)
T

soit donc finalement

X = UpxT

Z0
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Cinématique, coordonnées
cylindriques et sphériques

« Le temps et l'espace ne sont pas des
conditions dans lesquelles nous vivons,
mais des modes par lesquels nous pensons. »

— Albert Einstein

La cinématique a pour objet la description du mouvement indépendamment de ses
causes. Dans de nombreuses situations, les coordonnées cartésiennes ne sont pas
les plus commodes. Prenons 1'exemple d"un pendule plan. La position du pendule
est repérée trés simplement par un seul parametre, I’angle 6 avec la verticale. Par
ailleurs, il y a des axes privilégiés (tangents et perpendiculaires a la trajectoire) par
rapport auxquels la vitesse et ’accélération prennent des formes plus intuitives,
donc plus commodes.

I. Trajectoire, vitesse et accélération

Définition (Trajectoire). La courbe décrite par la position M(t) au cours du temps
s’appelle la trajectoire.

Si l'on a choisi une origine O pour un repere, elle correspond a l'extrémité du
__> -
vecteur 7(t) = OM(t). La vitesse est définie par la dérivée de 7(t) :

d7
u(t) = —(t).
R0
Proposition 1. La vitesse est toujours tangente a la trajectoire.

Justification. Repartons de la définition de la vitesse :

Lo dE (4 AR — ()
ot) = g = lim, At ’

et posons
AF = F(t + At) — 7(t) .
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F(t+ At)

Si le temps At est suffisamment petit, le vecteur A7 se confond avec une portion
de trajectoire et il devient tangent a la trajectoire.
A partir de cette propriété, il est commode d’introduire un certain nombre de

grandeurs annexes.
— Le vecteur unitaire tangent 7(t). Il est colinéaire et de méme sens que 7(t), on

peut donc I’écrire
~ o(t)
T(t) = T .
O]

— La vitesse scalaire v(t) = ||7(t)]|. (C’est la quantité affichée comme vitesse sur

le compteur d’un véhicule ou sur un GPS).
— L’abscisse curviligne. C’est la distance parcourue le long de la trajectoire a

partir d’un point de référence. Nous la noterons s(t).

Proposition 2. La dérivée par rapport au temps de 1’abscisse curviligne est la

vitesse scalaire :
ds —o(t)
dr '

Démonstration. On peut écrire le vecteur vitesse comme

7t + At) — 7(t)

alt) = Aliﬁo At
7(t + At) — 7(t) s(t + At) — s(t)

= A0 s(t + Af) — s(f) At
s
T
parce que
A+ AD—T(F) st AD —s(t)  ds
= t 1 =,
ASosE+AD—s@) - Ao At dt
Comme ~
5 0
T=—,
0
il vient d
S

T o
est perpendiculaire a 7.

Proposition 3. Si T n’est pas constant, q

Intéressons-nous maintenant au vecteur T.

Preuve. Comme T est unitaire,
— 2 — —
10| = 7)) - 7(t) = 1.
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Prenons la dérivée par rapport au temps :

dt dt dt dt - dt

—  T+7T-—=0 = 2T-—=0 = —=0o0u — L T.

dt * dt dt dt dt
Remarque : cette proposition est vraie pour tout vecteur de norme constante, en

particulier pour tout vecteur unitaire.

dt
Proposition 4. Si le mouvement est rectiligne, alors — = 0.

dt

Preuve. T est le vecteur unitaire parallele a la trajectoire. Il ne change pas au

d
cours du temps donc d—: = 0.

Proposition 5. Si la trajectoire est localement tangente a un cercle de rayon R,
alors
o(t)

R

dt

‘ —

dt

Preuve. L'abscisse curviligne est donnée par s = R0. Sl > 0, on peut écrire :

dt ~ T dt - dt dt R’
Or,
dr _ dr do
dt de dt’

Le vecteur T(6 4 d0) fait un angle d6 avec T(6). Ainsi, AT = T(6 + d6) — T(0) est
un vecteur de longueur df (pour d6 petit).

7(0)
S
1 G (6 + do)
7(0)
R
AT

9 de T(6 + do)

O ¢ O ¢
On en déduit
T(0 + d6) — T(0) dt _do @
deao doll — dt R~

—

s d7 : o
Proposition 6. Le vecteur — est orienté vers le centre de la trajectoire.

dt

Preuve. Prenons l'origine O au centre du cercle. On a bien stir 7(t) - T = 0, d’out
en dérivant par rapport au temps :

dar . dT_ Lo dT
a-r—{—r T 0 = r(t)-a——v(t)<0
~——
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—

: d7 .
On en déduit que a est orienté vers O.

Si on définit le vecteur unitaire # situé dans le plan du cercle tangent, perpendi-
culaire a 7, et pointant vers le centre du cercle tangent, on a donc :

dT  o(t) .
dt R
Remarque. Si le mouvement est rigoureusement circulaire, ces propriétés

peuvent se déduire trés simplement de la forme explicite de 7. Si €y est hori-
zontal et ¢, vertical, on a :

T =cosfé, —sinbe,

et donc 47 do
T > z
T —a(smBex +cosbe;).
. do

Comme g; > 0, ce vecteur pointe vers I'origine O, et sa norme est égale a ;.

Considérons désormais 1’accélération. Par définition,

i 9
o dt

Or,
u(t) =o®)T(t) — d(t)= % T+ o(t) %

Le premier terme est tangent a la trajectoire, le deuxiéme terme est perpendiculaire
a la trajectoire. L'accélération se décompose donc naturellement en une composante
tangentielle 4; et une composante normale 4, :

a(t) = ay(t) + dn(t),

avec d 47 4z
v T T
a(t) = T =0T =5(H)T et dn(t) =0(t) - =35(t) 5.
()= SF=0OT=5OT et ()=o) S =50,
Pour une trajectoire qui est localement tangente a un cercle, 4, () est orienté vers
le centre du cercle, et
- o(t)?
Jano)) = 2

On a donc finalement

En fonction du rayon de courbure R et de la dérivée de I’angle 6, ces expressions
prennent la forme

d.=ROT et d,=RO%*#

es expressions sont particulierement utiles dans le cas d’'un mouvement circulaire.
C t ticul tutilesd I d’ t |
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Cas particulier. Si la vitesse v(t) est constante, 1’accélération est perpendiculaire
a la trajectoire. Prenons I’exemple d"une bille dans un anneau. Si elle tourne a la
vitesse v, son accélération est purement normale et égale a

an —

=] S

La bille est soumise a une force centripeéte (orientée vers le centre de la trajec-
toire) de la part de I'anneau. D’apres la troisieme loi, la bille exerce sur I’anneau
une force centrifuge (orientée vers l'extérieur). L'intensité de ces forces se calcule
aisément :

F=mi — |F| e

II. Bases en rotation

Dans de nombreuses circonstances, il s’avere commode de travailler avec une
autre base que la base cartésienne (¢y, ¢y, €;). Par exemple, on pourrait utiliser la base
formée par le vecteur T, le vecteur 7 (si elle est localement tangente a un cercle), et
un troisiéme vecteur perpendiculaire aux deux autres.

e

—

€1 = T
Le troisieme vecteur est en général choisi comme
ez =e1/\ez,

ot @A D est le produit vectoriel de 7 et b. Si tel est le cas, le repére est qualifié de

direct ou droit. Pour rappel, le produit vectoriel de deux vecteurs 7 et b est un
vecteur défini par :

— @A b est perpendiculaire a @ et b;
— sanorme est égale a ab [sin 6|, ou1 6 est I'angle entre 4 et b;

— son orientation est définie par la régle de la main droite.

Regle de la main droite. Poing serré, pouce en l'air, si l'on tourne le poing de &
a &, le pouce pointe dans la direction de é3. On peut aussi le voir comme la regle
du tire-bouchon (si I’on tourne de €; vers €, il s’enfonce vers €3), ou avec trois
doigts de la main droite comme ci-dessous : si le pouce correspond a €}, l'index
a &, alors le majeur donne é;.
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Dans une base orthonormée directe, le produit vectoriel de deux vecteurs 7 et b
de composantes (a1, a2, a3) et (b1, ba, b3) est donné par :

. azbs — azby
daNb= | asb; —a1bs
albz — 112171

Le produit vectoriel est tres utile dans la formulation de nombreuses propriétés
physiques, et nous établirons certaines de ses propriétés en cours de route. L'une
des plus fondamentales est son anti-commutativité :

-

iNb=—DAZ,

propriété évidente d’apres sa définition, et clairement apparente d’apres sa forme
dans un repeére orthonormé direct.

En général, les vecteurs ¢, ¢, et €3 varient au cours du temps. Ce sera par
exemple le cas si on choisit €, = T. Quelle est la nature de cette variation? Il s’agit
de fagon générale d"une rotation, un résultat dt a Poisson.

Proposition. Si les vecteurs d'un repere orthonormé (O, ¢, é,,€3) changent au
cours du temps, il existe un vecteur w(t) tel que

de;

— =wWAE€,.
dt !

Le mouvement est un mouvement de rotation autour de la direction du vecteur
@, de vitesse angulaire (ou vitesse instantanée de rotation) w = ||&||, et de sens
trigonométrique direct quand @ pointe vers le lecteur.

Démonstration. Comme (7, €,, €3) forment une base, on peut développer les dé-
rivées dans cette base :

(de; S S S
a Ey1e1 + Epéx + Eqze3
E = E21 €1+E22€2+E23€3 ’
‘@ = Ezj ey + Ezper + Ezzés
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ou encore, mis sous forme matricielle,

de;
C(lig e Eyn Ep Egs
d—2 =E 52 , avec E = E21 Ezz E23
dég e3 E31 Es Ess
dt
Or,
I . dE]- de;
ei'ejzéij — ei'a—i‘a'e]':o —— Eji—f-Ei]':O.
On déduit que

E;=0 et Ei]’ = —E]'i.

La matrice E est antisymétrique et de diagonale nulle : elle ne dépend que de
trois coefficients indépendants. Ecrivons-les comme

Eip = —Eyy=w3, Ej3=—E3=-—wy; et Exp=-—E3p=uw.

Avec ces notations, les dérivées s’écrivent

d—t’:w/\ei, avec W = w18 +wyrér + wses.
Vérifions-le :
a (w18 + wr 8 + w3€3) A\ ey

=wi &y Ne;t+wrér Nep +wzesNeg
= —wWy €3+ w3e,.

On vérifie aisément les deux autres cas.

Complément (Justification). Pour se convaincre que c’est un mouvement de rotation, consi-
dérons le cas o @(t) est indépendant du temps, et choisissons (0 = w €,. Pour tout vecteur
lie au repére (€1, ¢,€3), on a

- . =7
—— =wAOM.

dt
—> — — —

Posons OM = x & +y &, + z¢,, on a alors

—

— . . . . . .
WANOM =we, A (xe+y& +28) = wx& —wyex.

, o codr :
L'équation différentielle — = @& A 7 conduit au systéme

dt

X = —wy
Y= wx )
o=

qui a pour solution
x = pcos (wt)

y = psin(wt)
z = cte
puisque
deos(wt) . dsin(wt)
@ w sin(wt) et o w cos(wt).
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Autrement dit,

N p cos (wt) p cos ¢(t)
OM(t) = | psin(wt) | = | psing(t) | , avec ¢(t) = wt.
z z

C'est un mouvement de rotation autour de I'axe z de fréquence w. De facon générale, la
fréquence est reliée a ¢ par

() = wt

ITII. Coordonnées cylindriques

Cet exemple suggere que pour traiter certains problémes il est plus commode
de repérer la position d"un point par les nombres (p, ¢, z) que par les coordonnées
cartésiennes. Dans 1’'exemple précédent, la position est donnée par p = cte, ¢ = wt,
z = cte. Les coordonnées (p, ¢, z) sont appelées coordonnées cylindriques.

Définition (Coordonnées cylindriques). Dans le repére cartésien, la position du
point M est donnée par

—
OM = pcos¢ey +psingé, +ze;.

Pour travailler avec ces coordonnées, il est tres utile de changer de repére, et de
considérer la base (€,, €y, €;), out les vecteurs ¢, €y et €; sont tangents aux lignes
de coordonnées, les lignes obtenues en ne faisant varier qu'une coordonnée. En
fonction des vecteurs du repere cartésien &y, €, et €, ils sont donnés par :

€p = cos ¢ ey +sing ey

€p = —sin¢ ey + cos ey
gz — Ez
Z —_
S €,
~
~N b d
\\ 64)
~
Z}\ | —
Z | ep
I
) 1
e e, |
X ¢ ey :
|
%
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Proposition. Le vecteur rotation qui décrit le mouvement de la base (¢, €y, €-)
par rapport a la base cartésienne (€, €, ;) est donné par :

&=z,

Démonstration. Cette proposition est trés intuitive puisque le repére tourne au-
tour de I’axe z, et que cette rotation est controlée par I’angle ¢. Pour la démontrer,
on remarque que lorsque le point se déplace dans l'espace, p, ¢ et z dépendant
du temps, les vecteurs ¢, &y et €; dépendent eux aussi du temps :

dt
de, . .
& —¢cospex —¢singey,
dt

= —psing ey + pcospéy,

=0.

Les deux premieres équations peuvent se réécrire comme

ar 9%t g T 0%

En utilisant les relations €, A €, = €, et €; A €, = €y, qui découlent du fait que la
base (), €y, €;) est orthonormée, on en déduit aisément que le vecteur de rotation
w est donné par
(I} - 4) EZ .
Dans ce repeére, le vecteur position est donné simplement par

=
OM =pé, +ze;.

On en déduit la vitesse :

— o

5—dOM—'€+ P 4z8. 42 z
T PeTP g : ar 7
PENG =) ¢ &NE-=0

d’ot finalement
T=p8 +pPpeép+ze;.

De méme, 1’accélération est donnée par

ﬁ—@—“"+'d_é;)+("+ ")E’+ j d_ap +Z§+Zd_gz
~—~
$ENGp=— 7,
= 0%+ 092 + (09 +pf) & —p¢* e + 22,
ou encore

i= (p—pd?) &+ (0 +204) & +22 .

| Remarque. Toutes ces expressions ont la bonne dimension !

Exemple d’utilisation. Le pendule

Considérons un pendule contraint a osciller dans un plan vertical perpendicu-
laire a z (qui est ici choisi selon une direction horizontale). Sa position est entié-
rement repérée par l'angle ¢ avec la verticale. Cela suggere d’utiliser des coor-
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données cylindriques définies par rapport a un repere cartésien ot I’axe des x
est suivant la verticale descendante, I’axe des y vers la droite, et I’axe des z sort
du plan vers le lecteur. Comme p = ¢ = cte et z = 0, l'accélération est donnée

par
i=—l§* e, + ey,

Le pendule est soumis a deux forces :
— son poids P= mg ey ;
— latensiondu filT = —T €p-

Remarque. La tension du fil est un exemple de force de liaison (voir chapitre
4). Elle est dirigée le long du fil et s’adapte au mouvement pour que la bille
reste a la distance ¢ du point d’attache du fil. Son intensité n’est pas connue a
priori.

~

X

Pour trouver I’équation du mouvement, vu que l'intensité de la tension n’est pas
connue, le plus simple est de projeter sur €, pour 1’éliminer :

mg &y - &y = mlp
——

—sin¢
—mgsin¢ = ml
¢+ %sin(p =0

C’est une équation différentielle qui ne posséde pas de solution simple. Nous
verrons dans le prochain chapitre comment la résoudre de facon approximative
dans la limite des petites oscillations.

IV. Coordonnées sphériques

Pour de nombreux problemes, notamment le mouvement d"un point sur une
sphere, il est préférable de repérer la position d'un point par sa distance au centre
du repére r et deux angles, 0 et ¢. Les coordonnées (r, 8, ¢) sont appelées coordon-
nées sphériques.

Définition (Coordoonnées sphériques). Dans le repére cartésien, la position du
point M est donnée par

—> . — . . — —
OM = rsinf cos ¢ €x + rsin b sin ¢ €, + r cos be; .
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Les vecteurs qui forment le repere naturel dans ce systeme de coordonnées sont
donnés par

il

y = sinf cos ¢ &y + sinfsin ¢ €, + cos b e;

g = costlcos ¢ &y + cosOsinpe, —sinbe;
ep = —sing &y + cos e,

Remarque. Le vecteur ¢y est le méme en coordonnées cylindriques et sphé-
riques. Une facon simple de visualiser les vecteurs en coordonnées sphériques
est de partir des coordonnées cylindriques, et de voir ¢, et ég comme le résultat
d’une rotation de ¢, et €, d’angle 0 autour de é.

Proposition. Le vecteur rotation qui décrit le mouvement de la base (¢, &, &p)
par rapport a la base cartésienne (€, €, €;) est donné par :

Démonstration. Comme pour les coordonnées cylindriques, cette forme est trés
intuitive puisqu’elle décrit une rotation autour de &, a la vitesse 6 et une rotation
autour de ¢; a la vitesse ¢. Pour démontrer la proposition, on remarque que, si 6
et ¢ dépendent du temps, les dérivées des vecteurs (¢;, €, €5) sont données par

c;_(?tr = (BcosOcosp — ¢sinbsing) & + (6 cosfsing + ¢sinb cos p) &, — Osinb &
=0¢ + ¢sinf ey,

c;_(?;) = (—0sinfcos$p — pcosOsing) & + (—0sinfsing + ¢ cosfcos ) &, — 6 cosf e
= —08& +¢dcosbey,

dz,

T = —¢pcospey — psinge,

= —¢sinbe, — Pcoshéy.
On en déduit que le vecteur rotation de cette évolution temporelle est donné par
@ =¢cosbé, —Psinhey+0¢,

ce qui peut se réécrire

w=~0¢ +¢e.,
forme sous laquelle on voit qu’il correspond effectivement a une rotation autour
de ¢, a la vitesse 6 et une rotation autour de ¢; a la vitesse ¢.
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Dans ce repére, le point M est simplement repéré par
—
OM =r é} ’

d’ot1 'on tire pour la vitesse

7= =78 +108 +r¢sin6 ey,

—
dOM
d
et pour l'accélération
i =7e +i0e +idpsinfey + (70 + rf) &+ 10 (—0& + pcosbep)
+ (P sin® + r¢sinb + rgf cos 0) &y + r¢sinb (—dsin6 e, — pcosbey) ,

ou encore

i= (r — 6% — r¢? sin’ 9) & + (ré + 279 — r¢? sin @ cos 9) &
+ (r¢ sin 0 + 27 sin 6 + 2rd cos ) & .

Exemple d’utilisation. Masse sur un cerceau tournant

On considere une bille astreinte a se déplacer sur un cerceau de rayon r tournant
ala vitesse ¢ autour d’un diametre vertical. La position de la bille est entierement
déterminée par 'angle 6 qu’elle fait avec la verticale. Vu que l'autre degré de
liberté est 'angle ¢ du cerceau autour de son diametre, cela suggere d’utiliser
des coordonnées sphériques.

4 ?

On se propose de calculer ’angle 6 en fonction de ¢, en supposant que la bille
glisse sans frottement, ce qui implique que la réaction de I’anneau est perpendi-
culaire a I'anneau (voir chapitre 4). Le systeme est donc soumis a cette réaction
(force de liaison) et & son poids, dont la projection est

P = mgcos (11 — 0) &, + mgsin (71 — 0) & = —mg cos O &, + mgsinf &.
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Nous nous intéressons désormais seulement a la recherche des positions d’équi-
libre, pour lesquelles 6 = 0; par ailleurs, 7 = 0 a cause des contraintes. L'expres-
sion de l'accélération en coordonnées sphériques se réduit ainsi a

d=—r¢*sin®0& — r¢*sinfcos ey .

Comme la force de liaison est perpendiculaire a I'anneau, T - &g = 0. L'équation
du mouvement projetée sur ¢ s’écrit donc

P-& = —mr¢?*sinfcos@.
Or,
P-€y=—mge, e = mgsinf
donc
mgsin@ = —mr¢?®sinf cos 6.

On en déduit que la position d’équilibre satisfait une des conditions suivantes

sinf =0, soit 6=0 ou 7m, oubien cosf = —%.
re
Si % > 1, c’est-a-dire si ¢? < %, il n'y a que les solutions § = 0 ou 6 = . Par

8

contre, si ¢? > <, il y a une autre solution donnée par
r

0 = arccos (—i) .
r?

On peut montrer que si $? < ‘%, la solution 6 = 7t est stable et la solution 6 = 0

g 8
r r?
et les deux autres instables.

instable, alors que si ¢* > <, c’est la solution § = arccos <— ) qui est stable,

. T
Remarque. Quand ¢ — +o0,0 — o ce qui est intuitif.

V. Coordonnées polaires

Pour les problémes ot le mouvement se situe dans un plan défini par un re-
pere cartésien (O, €y, €;), on peut remplacer ce repere par le repere (O, é,,¢p). Les
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coordonnées p et ¢ sont appelées coordonnées polaires. On peut les voir comme
deux des trois coordonnées cylindriques en se limitant au plan défini par z = 0,
ou comme deux des trois coordonnées sphériques en se limitant au plan défini par
0 =r/2.

Le vecteur rotation qui décrit la rotation des vecteurs (), €y) est donné par & =
¢ €., ce qui correspond a la fois au vecteur rotation des coordonnées cylindriques,
et au vecteur rotation des coordonnées sphériques lorsque 6 est constant (et donc
6 = 0).

Dans ce repeére, le vecteur position est donné simplement par

OM = P&,
la vitesse prend la forme
T =08 +0pe,
et 'accélération est donnée par
i = (6= p9?) G+ (ph+209) &-

Remarque. Comme, lorsqu’on se limite au plan défini par un repere cartésien
(O, ey, €y), la coordonnée p et le vecteur €, des coordonnées cylindriques sont
confondus avec la coordonnée r et le vecteur &, des coordonnées sphériques, on
utilise souvent la notation alternative selon laquelle le vecteur position est donné

par
la vitesse par

et 1’accélération est donnée par

i=(F—rd?) &+ (r +2¢) &

Le probleme du pendule traité plus haut en coordonnées cylindriques aurait pu
étre traité directement en coordonnées polaires, ce qui conduit bien stir rigoureuse-
ment aux mémes équations puisque la coordonnée z n’intervient pas.
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Oscillateur harmonique

« Deés lors mon dme en branle n’a plus
fait que passer par la ligne du repos, et
ses oscillations toujours renouvelées
ne lui ont jamais permis d’y rester. »

— Jean-Jacques Rousseau

Le principe fondamental de la dynamique s’applique a des situations beaucoup
plus générales que le mouvement des objets dans le champ de pesanteur. L'un des
problémes qui trouve le plus grand nombre d’applications en physique est celui
de l'oscillateur harmonique, un modéle qui décrit les petites oscillations de toute
sorte de systeme autour de sa position d’équilibre. L'exemple le plus simple est
celui d"une masse attachée a un ressort.

I. Ressort, loi de Hooke

Considérons un ressort de longueur au repos £y. Si 1’on tire sur le ressort, ou si
on le comprime, le ressort va exercer une force qui s’'oppose a la déformation. La loi
de Hooke, vérifiée empiriquement, donne des informations sur cette déformation.

Loi (Loi de Hooke). La loi de Hooke stipule que, tant que la déformation n’est
pas trop grande, la force est proportionnelle a I’allongement ou a la contraction
du ressort :

|F|| = k16—l ,

ol k est la raideur du ressort.

Si l'on choisit un axe z orienté selon le ressort et pointant vers le haut pour un
ressort suspendu a un support, on a donc :

E =k((— ().

En effet, si £ > (g, le ressort exerce une force de rappel, donc positive sil’orientation
est dans le sens du ressort.
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1. Position d’équilibre

Considérons désormais le cas ot1 une masse m est attachée au ressort. Si I’exten-
sion du ressort est égale a /, la masse est soumise a la somme de son poids et de la
force de rappel :

F, = —mg+k(l —{y) .

A

A 'équilibre, cette force s’annule :
mg =k (lsq — o) ,

d’ou l'on tire

m
Eéq:£0+Eg-

2. Petites oscillations

Choisissons un repere dont l’origine est a la position d’équilibre, avec I'axe z
toujours orienté vers le haut. La longueur du ressort est donnée par £ = l¢q — z, et
la force totale s’écrit :

F, = -—mg+k({ —{y)
—mg +k (lsq —z — o)
= —kz

puisque mg = k (Lsq — £o)-

Ainsi, le mouvement de la masse est régi par 1’équation différentielle
mz = —kz.

Dans ce genre de probléme, il est usuel de mettre du méme c6té tous les termes qui
dépendent de la fonction inconnue, et cette équation est habituellement écrite :

’m.’z’—kkz:O.‘

C’est une équation que nous n’avons pas encore rencontrée '. Il existe une mé-
thode systématique de résolution d"une équation du type

Z4+f(z) =0

et nous y reviendrons plus tard dans ce cours, mais dans le cas f(z) = az, la solution
est tellement simple que 'on peut se passer de la solution générale. Il suffit en effet
de chercher une fonction qui est proportionnelle a sa dérivée seconde. Mais il y a
deux exemples bien connus :

2

d cos (at) = —asin (at) —5 cos (at) = —a? cos (at)
dt _. ) dt
d . -
g 5 (at) = acos (at) e sin (at) = —a? sin (at)

1. La résistance de l’air introduit un terme proportionnel a zZ, pas a z.
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Cherchons donc la solution de
mzZ+kz=0

2

sous la forme © z = cos (wt) :

—w?m cos (wt) + kcos (wt) = 0 = (k — wzm) cos (wt) = 0.

Cette équation est satisfaite pour tout temps t si k — w?m = 0, soit

| k
w=1\—.
m

On vérifie aisément que sin (wt) est aussi solution. Par ailleurs, on peut multiplier
cos (wt) et sin (wt) par des constantes arbitraires. La solution générale peut donc
s’écrire

z(t) = A cos (wt) + Bsin (wt) .

Les constantes A et B sont ajustées, comme d’habitude, avec les conditions initiales.
Supposons par exemple que 1’on parte a I'instant t = 0 en déplacant la masse d"une
distance d vers le bas, et qu’on la lache sans vitesse initiale :

z(t =0) = —d A=—d A=—d
Z(t=0)=0 —Awsin(w x 0)+ Bw =0 B=0

La solution est un simple mouvement d’oscillation :

’z(t) = —d cos (wt) ‘

De telles oscillations qui font intervenir une seule fréquence sont dites harmo-
niques.

On écrit aussi parfois la solution sous la forme d’une seule fonction trigonomé-
trique avec un déphasage ¢ :

z(t) = Ccos (wt + @) .

En développant le cosinus, on peut relier Cet pa A et B:

cos (wt + @) = cos (wt) cos ¢ — sin (wt) sin ¢ = {SZO:i:;:AB

qui a pour solution C = +v/ A2+ B% et tangp = —B/A. Avec cette forme, le pro-
bléme précédent conduit a

Ccosp = —d

—wCsing =0
On peut choisir ¢ = 0 et C = —d, ce qui conduit a la méme solution, ou ¢ = 7 et
C = d, ce qui revient au méme puisque cos (wt + ) = — cos (wt).

Définition (Période). La période des oscillations est le temps T que met le sys-
téme a revenir a la méme position.

2. La notation w est conventionnelle pour une fréquence, dont la dimension est l'inverse d'un
temps.
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Autrement dit, on cherche T telle que
cos[w (t+ T)] = cos (wt) = cos (wt + wT) = cos (wt) Vt.

Les solutions de cette équation sont de la forme wT = 27 n, n entier. La plus petite
solution non nulle est donnée par

_27[
=

T

Ainsi, la période des oscillations d’une masse m accrochée a un ressort de raideur k

est donnée par
m
T=2m.
"k

Cette période dépend de m et de k mais pas de I'amplitude C des oscillations.

II. Le pendule

Un autre exemple d’oscillateur est celui d"un pendule contraint a osciller dans
un plan vertical perpendiculaire a z. L’équation du mouvement a déja été établie
dans le chapitre précédent comme exemple d’utilisation des coordonnées cylin-
driques définies sur la figure. Pour rappel, ’accélération est donnée par

i=—(§"e + (e,

et le pendule est soumis a deux forces :
— son poids P = mgéy;

— latensiondufil T = —Té,.

i

X

Si on projette ’équation du mouvement sur ¢y, la tension, qui est inconnue, dispa-
rait, et il vient :

mg ey - ep = mlp
——

—sin¢
—mgsin¢ = ml¢
¢+ ‘%sincp =0
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C’est une équation différentielle qui ne possede pas de solution simple. Par contre,
sil’on se limite aux petites oscillations, on peut faire 'approximation

sing ~ ¢,

ce qui conduit a I'équation différentielle
p+49=0.

Cette équation a la méme forme que celle du ressort, et la solution générale est de
la forme
¢ = Acos (wt+¢) ,

ou A et ¢ sont des constantes a déterminer avec les conditions initiales, et

w2:§ soit w:\/g.

C’est un mouvement périodique de fréquence w = \/% indépendante de m. La

!
période est égale a 271\/; :
On peut alors projeter la deuxieme loi sur &, pour en déduire la tension du fil :

ma-e = —T +mgcos¢
T = ml? + mgcos ¢,

ou encore, comme fonction du temps,
T(t) = mlA*w? sin? (wt + @) + mg cos[ A cos(wt + ¢)].

On peut aisément en déduire les valeurs extrémales de la tension en dérivant
par rapport au temps :

i—f =mlA*w*2w sin (wt + @) cos (wt + )

— mgsin[A cos(wt + ¢)][—Aw sin(wt + ¢)].

La dérivée s’annule si sin(wt + ¢) = 0, soit ¢ = A, I'angle maximum, ou encore
si cos(wt + @) = 0, soit ¢ = 0. Lorsque ¢ = 0, la tension vaut T = mlA%w? + mg,
alors que pour I'angle maximum ¢ = A elle vaut T = mg cos A. Comme mg cos A <
mlA%2w? + mg, on en déduit que la tension est maximale pour ¢ = 0. Lorsque le
pendule est immobile, A = 0, et on retrouve que la tension du fil en ¢ = 0 est
donnée par T = mg, comme il se doit.

III. Oscillations amorties

Dans un traitement plus réaliste des oscillations d"une masse attachée a un res-
sort, il faut prendre en compte des forces qui vont progressivement amortir ce mou-

vement. [une d’elle est la force de frottement due a la résistance de l'air F; = —b 3.
Sil’on prend cette force en compte, I’équation différentielle en z devient

mzZ+bz+kz=0.
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Pour trouver une solution, l'idéal serait que la dérivée premiere et la dérivée se-
conde de z soient proportionnelles a z. Mais nous connaissons une telle fonction :

d d?
3 &P (D) = 1exp(1t) = 5 exp(1t) = Y exp (1) .

Cherchons donc une solution de la forme z(t) = exp (7t) (= e7%) :
my? e’ 4 bye’ 4 ke’ =0 = e (m'yz + by +k> =0,
qui est vrai a chaque instant ¢ si
my* +by+k=0.

v doit donc étre solution d'une équation du second degré. Son discriminant est
donné par
A=1b*—4km.

Il peut étre positif ou négatif. Il faut donc envisager plusieurs cas de figure.

1. Régime supercritique

A=b*—4km >0

Dans ce cas, il y a deux solutions réelles données par

 —b+ VDT —dkm —b — /b7 — dkm

71 et 7=

2m 2m
Notons que, puisque b > 0, les solutions sont négatives :
Y2 <71 <O0.
La solution générale est donc de la forme
z(t) = AeM! 4 Be™?! |
Avec les conditions initiales habituelles (z(t = 0) = —d, z(t = 0) = 0), il vient :

d

A= ———

A+B=—d 1—91/7

=

Ay1+ By, =0 B— — d

1—72/m

La solution est la somme de deux exponentielles décroissantes. Elle tend vers
0 a la limite t — 4-co. C’est le régime fortement amorti, dit supercritique. La
décroissance est dominée par 71! aux temps longs.

2. Régime critique

A=Db*—4km=0

Dans ce cas, I'équation en <y a une racine double y = — %, et la solution générale
est de la forme :

z(t) = (A + Bt) e

z(t) tend aussi vers 0 de facon monotone quand t — 4-co, mais moins vite. C’est le
régime dit critique.
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Justification. z(t) = e est solution d’aprés ce qui précede. Démontrons que
z(t) = te7! est aussi solution.
z(t) = tet
= s(t) = e + y tet
= 5(t) = yel + yel + 92%te? = 29T 4 2t

d’ou
mz + bz + kz = te" (my? + by + k) +e7 @my + b) = 0.
~ ~- ——
=0 =0
Complément (Preuve). Comme dans ce cas |'équation a une racine double v = —%, on

pourrait &tre tenté d’en déduire que la solution générale est de la forme z(t) = Ae’!, mais
ce n'est pas possible : comme on peut fixer indépendamment la position initiale et la vitesse
initiale, il faut deux constantes d'intégration. Cela suggeére que si I'on cherche la solution sous
la forme

z(t) = eu(t),

la solution la plus générale pour u(t) n'est pas u(t) = cte. Ecrivons |'équation différentielle
satisfaite par u(t). Comme

2(t) = yeu(t) + eu(t)
2(t) = e u(t) + yeru(t) + y eu(t) + eti(t)
= 2 e u(t) + 2y emu(t) + eii(t)
I'équation différentielle pour u(t) est donnée par
m (,)/2 e’u +2yeu + e7tii) +b(yeru+e"u) +ke’u=0
— ¢t [mii+(b+2'ym)u+ (m72+b'y+k) u] =0.
- | o , b

Mais my= + by + k = 0 puisque y est solution de I'équation du second degré, et v = ——

2m
pour A =0, ce qui implique que le coefficient de 11, (b + 2ym), est aussi égal a 0. L'équation

différentielle en u se réduit donc a
’}’t P P
me'i=0 — ii=0
dont la solution générale est de la forme u = A + Bt.

Ainsi, la solution générale lorsque b? — 4km = 0 est de la forme

b
2m

z(t) = (A + Bt)e’|, 4=

3. Régime sous-critique

A=b%>—4km <0

Dans ce cas, la solution générale est de la forme

z(t) = e (A cos (@t) + Bsin (@t)) ,

ou encore, comme vu précédemment,

z(t) = e""Ccos (@t + @) |.
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avec vy = —% et @ = \/w% — 92, ol wy = \/% Il s’agit d’oscillations amorties.
C’est le régime dit sous-critique.

Justification. Démontrons que z(t) = e?! cos (@t) est solution.
z(t) = eV cos (@)
= 3(t) = ye" cos (@t) — @e" sin (wt)

27 cos (@)

= 7(t) = " cos (@t) — ve" @ sin (&t) — e @ sin (@t) — @
d’ou
mz + bz +kz = eV cos (@t) (my* — m@* + by +k) + " sin (@t) (—b@ — 2my@) = 0.
puisque

my? —m@?* + by +k =my* —m wi +my*+by+k=yQmy+b)=0.

et
—b&o —2myw = —@ (b +2m7y) = 0.
=0

On démontre de méme aisément que z(t) = €7 sin (@t) est solution.

Complément (Preuve). Dans ce cas, I'équation du second degré a deux racines complexes
données par

—b + iv4km — b? —b — iv4km — b?
= 2m & T-= 2m '

Ces deux racines sont complexes conjuguées, ce qui est normal puisque leur somme, ——, est
m

réelle. Ecrivons ces racines

Y+ =7+iw et y_.=9—-iw,

avec
b _ 4km — b2
YyY=——— & O=—7—,
2m 2m

- [ k . :
ou encore @ = \/wi — 2 avec wy = |/ —, la fréquence de |'oscillateur non amorti.
m

La solution générale dans C est de la forme
z(t) =" (A + Be ), A,BeC.

Pour trouver des solutions réelles, il suffit de prendre la partie réelle de cette solution. Posons
A= A]+1iA; et B= By +1iB,.

NRe (A el“' + B e_i‘:’t) = A cos (@t) — Ap sin (@Wt) + By cos (@t) + By sin (wt)
= (A1 + By) cos (wt) + (By — Ap) sin (wt) .

Puisque A1, By, Aj et By sont quelconques, cela signifie que la solution réelle la plus générale
est de la forme

z(t) = €7 (A cos (@t) + Bsin (@t)) .
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RS t

A < 0: oscillations
amorties
v indépendant de k

IV. Oscillations forcées, résonance

Si I'on veut forcer un oscillateur a osciller a une certaine fréquence sans amor-
tissement, on peut y parvenir en le soumettant a une force dépendant du temps de

facon harmonique :
fcos(wt),

ol w est une fréquence arbitraire. L'équation différentielle prend la forme
mz 4 bz +kz = f cos (wt) .

La solution générale est la somme de la solution sans second membre et d"une
solution particuliere. Nous connaissons déja la forme de la solution générale de
I’équation sans second membre, et des que b > 0, cette solution décroit exponen-
tiellement vite (avec ou sans oscillations).

On peut démontrer que 1’équation avec second membre possede une solution
particuliere de la forme :

z(t) = Ccos (wt + ¢)

avec
1 2
C= i > et |[tang = % .
m \/(w% — w?)" +4y2w? Wy —w
. o b
ou, comme precedemment, wp = E ety = —%.

Complément (Preuve). Pour trouver une solution de I'équation avec second membre, on
remarque que si I'on prend une combinaison linéaire de cos (wt) et de sin (wt), le membre
de gauche sera encore une combinaison linéaire de cos (wt) et de sin (wt), et en annulant le
coefficient de sin (wt), on pourra satisfaire |'équation. Posons donc
z(t) = Acos (wt) + Bsin (wt)
— Z(t) = —Awsin (wt) + Bw cos (wt)
—  3(t) = —Aw? cos (wt) — Bw?sin (wt) .

L'équation différentielle conduit a

m (—Aw? cos (wt) — Bw? sin (wt)) + b (— Awsin (wt) + Bw cos (wt))
+ k (A cos (wt) + Bsin (wt)) = f cos (wt)
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soit donc
cos (wt) [—mAw2 + bBw + kA — f} + sin (wt) [—mbz —bAw + kB} =0.
Cette équation sera satisfaite dés que
{(k—mwz) A+bwB=f
—bwA + (k—mw?) B =0

Le déterminant de ce systéme est égal 3 Det = (k — mwz) + b?w?. |l est strictement positif
dés que b # 0 ou que k — mw? # 0. Si I'une au moins de ces condizions est satisfaite, il y a

une solution unique en A et B donnée par :

(. a1 |f bw | k — mw?
Det 10 k — mw? (k— mw2)2 + b2w?
. 2
B— % k—mw* f _f be
—bw 0 (k — mw?)* + b2w?

Cette solution peut &tre, comme vu précédemment, réécrite sous la forme

z(t) = Ccos (wt + @)

avec
C=+VA24+B2 et tanq):—g,
soit b ]
w
tanq)— m et C—f

\/(k — mw2)2 + b2w? .

- | k b _
A l'aide de wy = \/ — et de y = ———, ce résultat se réécrit
m 2m

2 1
tan(pziz’yw2 et C:i 5 .
w§ —w m \/(w(z) — w2) 4 49202

Si l'oscillateur est amorti, c’est-a-dire si b > 0, la solution (dite transitoire) de
I’équation sans second membre devient négligeable pour des temps assez grands
vu qu’elle décroit exponentiellement alors que la solution particuliére oscille a la
fréquence w.

Le phénomene remarquable, c’est que I'amplitude des oscillations dépend de la
fréquence, et qu’elle devient tres grande pour les systemes peu amortis lorsque w
s’approche de sa fréquence propre wy, c’est-a-dire la fréquence a laquelle ce sys-
teme oscillerait sil était libre, sans oscillation forcée ni amortissement. L’amplitude
maximale est atteinte lorsque

d 2
dw [(w%—wz) +4'yzw2} :O:>2(w2—w5)+472:O:>w2:w5—272.

Lorsque v — 0, la fréquence du maximum tend vers wy, et I'amplitude diverge!
Ce phénomene est connu sous le nom de résonance, et il peut avoir des consé-
quences catastrophiques si, par malchance, un systéme est perturbé par une action
extérieure qui agit a une fréquence proche de sa fréquence propre.
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Forces, travail et énergie

« Rien ne se perd, rien ne se
crée, tout se transforme. »

— Antoine Lavoisier

I. Les différents types de force

Un objet en interaction avec son environnement peut étre soumis a de nombreux
types de force.

1. Interaction a distance entre particules

L’exemple le plus évident, c’est la gravitation entre deux particules massives :

- mymy ¥1p
Ba=6G—F"—.
", T2

Mais ce n’est en général pas la seule force entre particules. Par exemple, si deux
particules portent des charges q; et 4y, elles interagissent par la force de Coulomb :

__ 1 npto
47'[80 1’%2 12

o=

C’est une interaction attractive si les charges sont de signes opposés (9172 < 0) et
répulsive si les charges sont de méme signe (7142 > 0).

Plus généralement, des particules chargées en mouvement créent un champ
électromagnétique défini par un champ électrique E et un champ magnétique

B. Une particule de charge g placée dans un tel champ est soumise a la force de
Lorentz :

2. Forces de rappel

Nous avons déja vu qu’un ressort exerce une force de rappel proportionnelle a
I'allongement :

HFH =k —¥py), (loideHooke)

et dirigée le long du ressort.
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Un fil inextensible de masse négligeable exerce aussi une force de rappel dirigée
le long du fil. Cette force est appelée tension. Son intensité est la méme en tout point
du fil :

|7 = 171
poulie
T, I
: T, T,
|
T |
| mg

Dans I’exemple de la poulie, la masse monte si H T, H > mg et descend si H T H < mg.

3. Forces de contact avec un solide

Lorsqu’un objet est en contact avec un support, il subit deux forces :

— la réaction R, qui correspond a la composante perpendiculaire au support et
est une forme de force de liaison (voir point suivant);
— la force de frottement qui s’oppose au mouvement, et qui correspond a la
composante tangentielle, elle est souvent notée F,.
Prenons l’exemple d’un plan incliné, et decomposons le poids en une composante
normale au plan P, et une composante tangentielle P, :

P=P,+P;.

La réaction R est simplement opposée aux forces normales au support qui at-
tirent 1'objet vers le support. Dans le cas du plan incliné, son intensité est donc
donnée par

HKH = mgcosf.

La force de frottement dépend des circonstances. Si I’objet est au repos (cas sta-
tique), elle s'oppose simplement aux forces tangentielles qui agissent sur 1’objet.
Mais son intensité est limitée :

Hﬁfr < usR,

ol s est le coefficient de frottement statique et R = HﬁH I'intensité de la réaction.

Dans le cas du plan incliné, la force tangentielle est la composante du poids
paralléle au plan incliné, d'intensité

HﬁtH = mgsing.
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L’objet ne pourra étre au repos que si F, + P; = 0. On en déduit que

Hﬁfr = mgsin@.

Cela n’est possible que si

Hﬁfr

=mgsin® < usR = usmgcost = sinf < pgcoso,

soit donc si

tan @ < s .

Cette inégalité permet de mesurer 5. En effet, si I'on change l'inclinaison du sup-
port, I’objet restera immobile tant que tan 6 < yus. L’angle 6; pour lequel il décroche
permet de déduire ys puisque pour cet angle

Us = tan 6.

Si l'objet est en mouvement (cas dynamique), il subit une force de frottement
dont l'intensité est simplement proportionnelle a la réaction :

Hﬁfr ﬁ

:,MC

7

ol Ji. est le coefficient de frottement cinétique. En général, . < ps.

Pour mesurer ., il suffit de déterminer 'angle 6. pour lequel la vitesse est
constante. Dans ce cas, 'accélération tangentielle est nulle, et la force de frottement
est juste I'opposée de la composante tangentielle du poids :

HFfr

- |

= U =  Ucmgcosf. = mgsinb,,

donc finalement

He = tan B

4. Forces de liaison

Lorsqu’un point matériel en contact avec son environnement est astreint a se
déplacer sur un support (courbe ou surface) sans autre action de 1’environnement
que cette contrainte, la force qu’il subit est appelée force de liaison. Cette force est
toujours perpendiculaire au support, et son intensité (la norme du vecteur) n’est
pas connue a priori. Cette intensité doit étre considérée comme une inconnue du
probléme. Lorsque l'intensité de cette force s’annule, le point matériel n’est plus
soumis a la contrainte et quitte le support (condition de décollement).

Nous avons déja rencontré des exemples de forces de liaison : la tension d"un fil
de masse négligeable, la réaction de I’anneau sur un point matériel astreint a glisser
sans frottement. La réaction du support pour des solides en contact est aussi une
force de liaison si les frottements sont négligeables.

5. Forces exercées par un fluide

Un objet plongé dans un fluide subit deux forces de la part du fluide.

— La poussée d’Archimede : un corps plongé dans un fluide est soumis de la
part du fluide a une force opposée a celle a laquelle serait soumis un objet de
méme volume rempli de fluide. Dans le champ de pesanteur, cette force est

verticale ascendante, et d’intensité HﬁAH = Mg, ot M est la masse de fluide
déplacé.
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— Une force de frottement fluide : cette force s’annule lorsque la vitesse tend
vers 0. On s’attend donc a ce que son intensité soit proportionnelle a v*, x > 0.

Dans le régime dit laminaire, lorsque la vitesse n’est pas trop grande, on a
F, = —h 7.
C’est ce que nous avons utilisé pour le mouvement balistique avec frottement.

Dans le régime turbulent, qui apparait lorsque la vitesse est grande, le frotte-
ment augmente avec une puissance plus grande. On utilise souvent la forme

|

ﬁfr = —btvz

<y

II. Impulsion, puissance, travail

Lorsqu'un objet est soumis a une force F(t) au cours de son mouvement, il est
tres utile d'introduire trois quantités associées a cette force.

1. Impulsion

Définition 1 (Impulsion). L'impulsion regue par un objet entre les instants ¢; et
t> est définie par

- t2 -
I, = / F(t)dt.
ty

Son unité est du N's ou encore kgms~1. Si F est indépendante du temps, 1'im-
pulsion est simplement proportionnelle a I'intervalle de temps At = t, —#; :

I = FAt.

Proposition. Si F désigne la force totale a laquelle est soumis le point matériel,
alors

Lo = B(t2) — P(t1) = AP,

ol p(t) = mv(t) est la quantité de mouvement du point matériel.

Démonstration. D’apres le principe fondamental,

=g d_)
F(t) = d—f.
Ainsi, t
Ty = / 47 4
12 T



Considérons une composante, par exemple py :

tr d
St = patt) = pate),

1

. L dpx .
puisque py est une primitive de e Il en va de méme pour les autres compo-

santes, d’ot1 le résultat annoncé.

Exemple d’application : Si une balle dure et une balle molle de méme masse
rebondissent sur le sol a la méme vitesse, I'impulsion regue lors du rebond est la
méme. Mais pour la balle dure, cette impulsion est transmise sur un intervalle de
temps beaucoup plus court, et la force est donc beaucoup plus importante.

2. Puissance

Définition 2 (Puissance). La puissance d"une force est définie par le produit sca-
laire de la force avec la vitesse :

P(t) = E(t) - 9(t).

Elle est mesurée en Watt [W]. C’est une mesure de la quantité d’énergie par unité
de temps qu’un systéme peut recevoir (voir travail ci-dessous).

Exemples.

1. Puissance du poids : P = m § - ¥. La puissance est maximale si le mouve-
ment est vertical ; elle est nulle si le mouvement est horizontal.

2. Puissance de la force de frottement fluide en régime laminaire :

P= b3 3= —b?<0.

La puissance est négative : une telle force prend de 1’énergie au systeme.

3. Travail

Définition 3 (Travail d"une force). Pour quantifier la quantité d’énergie reque par
un systeme, il suffit d'intégrer la puissance entre deux instants :

tr ty
Wi = / P(t)dt = / E@) - 9(t) dt .

f fy

W (work en anglais) s’appelle le travail de la force.

Proposition. Si F désigne la force totale a laquelle est soumis le point matériel,

alors , "
Wip = Emv% — zmv%.

Démonstration. D’apres le principe fondamental,
- dv

F(t)=m —.

(t) T

D’apres la définition, le travail s’écrit donc

b 47
W :/ m— - o(t)dt.
12 T (t)
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Mais T2(t) = v3(t) + vj(t) + v2(t) :

do do do
dtxv"+2_y )

d o\ _

Ainsi,

Au vu de ce résultat, il est utile d’introduire 1'énergie cinétique.

Définition 4 (Energie cinétique). L'énergie cinétique d'un point matériel de
masse m a la vitesse U est définie par :

1
K = ~md?.

2

La lettre K est choisie pour le terme kinetic en anglais.

Avec cette définition, la proposition précédente peut se reformuler de la fagon sui-
vante.

Théoréme (Théoreme de l'énergie cinétique). Le travail des forces est égal a la
variation d’énergie cinétique :

Wi = Ky — K.

Le travail et I'énergie se mesurent tous deux en Joule [J], dont la dimension est
[Nm] ou [kg m?s2].

Puissance et énergie cinétique : d’apres ce qui précede, on a

dK

La puissance est de ce fait aussi exprimée en [Js~!].

Travail et déplacement: 1’expression

t
Wiy = / E@t) - 9(t) dt

t

est tout a fait générale, et elle s’applique méme au cas ou les composantes de la
force dépendant des positions, des vitesses et du temps :

)
le - / [Fx(x/ y/ z, x/ y/ Z./ t)X(t) + Py(x/ y/ z, x/ y/ Z./ t)}/(t) + FZ(x/ yr z, x/ ]]/ Z"/ t)Z(t):| dt .
ty

46



Dans le cas tres fréquent ot la force ne dépend pas des vitesses ni du temps, le
travail prend une forme plus simple et plus intuitive :

Wap = /C F.dr,
ol C est le chemin de A a B.
Proposition. En particulier, si la force est uniforme (la méme le long du chemin) :
Wag = E- AB.

Démonstration. Puisque la force ne change pas pendant le déplacement, on peut
la sortir de I'intégrale et écrire

Wi» =F- / o(t) dt
ty
t dt

= F-[#(t2) — 7(t1)]

_F.AB
si7(ty) = (ﬁet?(tz) = (ﬁpuisque(ﬁ—(jék> = (ﬁ—l—zﬁ = z@

III. Forces conservatives, énergie potentielle

Définition 5 (Force conservative et énergie potentielle). Considérons une force
F(7) qui ne dépend que de 7. Cette force est dite conservative si son travail ne
dépend pas du chemin suivi. On peut montrer que cela implique qu’il existe une
fonction de I'espace appelée énergie potentielle V(7) telle que

Wip = V(7)) — V(i2).

Cela implique en particulier que le travail d"une force conservative le long d"une
trajectoire fermée est nul.

Remarque. Comme I'énergie potentielle n'intervient que par sa différence, elle
n’est définie qu’a une constante pres. On peut donc choisir la valeur de référence
V = 0 ot on veut.

Exemples.

1. Le poids P = m g est uniforme. Ainsi, le travail est donné par
Wap = B AB.
Il ne dépend que du vecteur zﬁ, donc il ne dépend pas du chemin suivi.
Sionpose P= —mgé;, ona:
Wap = —mge}-ﬁ =-—mg(zp—2z4) =mgza—Mmgzp.
Cela suggere de choisir comme énergie potentielle du poids :
Vi) =mgz.

2. Les forces de frottement ne sont pas conservatives. En effet, la puissance
est strictement négative, comme nous ’avons vu dans le cas du frottement
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fluide dans le régime laminaire :
F=—-b3 = P=-b’<0.

Ainsi, le travail d"une force de frottement est strictement négatif, et il ne
peut pas s’annuler le long d’une boucle.

. Force de rappel : dans le cas de la force de rappel d'un ressort, on a vu
qu’elle s’exprimait comme
FZ — —kZ

si l'on prend z = 0 comme la position d’équilibre. Si le mouvement est
vertical, 7 = Z¢,, et la puissance est donnée par

1)

Le travail est donc donné par :

t2 d(z2
W= & [ ar = Sp? - 201 = S -

On peut donc choisir comme potentiel V(z) = %kzz.

. Force centrale : la force exercée par une particule sur une autre du fait de
la gravitation ou de la force de Coulomb est de la forme

g C_)
F:_r_zer,

ou l'on a pris comme origine la particule qui exerce une force sur 'autre.
La constante C est positive pour la gravitation, mais elle peut étre positive
ou négative pour la force de Coulomb.

Or, en coordonnées sphériques, la vitesse est donnée par
U =18 +r0e+rpsinfe,.
Ainsi, la puissance est donnée par

f.g__Ef_i(E> ﬁ_i@)
2 dr B '

Le travail est donc donné par

t t
o= [P var= [*8 (S =€ €
¢ ¢ dt r 1) 1

1 1

Or, par définition de 1'énergie potentielle, Wi, = V; — V,, d’ot1 'on déduit

Ve ="

Cette énergie potentielle ne dépend que de r. C’est un résultat général pour
toute force centrale, c’est-a-dire pour toute force dirigée vers un méme
point et dont I'intensité ne dépend que de la distance a ce point.
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Théoréme (Théoréme de 1’énergie mécanique). Pour une force conservative,
I’énergie mécanique définie comme la somme de I'énergie cinétique et de I’éner-
gie potentielle est conservée :

E =V + K = cte.

Preuve. Nous avons vu que, de facon tout a fait générale,
Wi =Ky, — Kj.
Or, pour une force conservative, on a aussi
Wi =V() = V(@) =V — Va.
On en déduit donc que

Ky-Ky=Vi—-V, — Vi+Ki=W+K,.

L’énergie mécanique est un exemple d’intégrale premiere, c’est-a-dire d’une
quantité conservée au cours du temps. Ces intégrales premiéres sont tres utiles car
elles correspondent a avoir intégré une fois les équations du mouvement. Elles ne
font intervenir que les dérivées premiéres.

Exemples.
1. Le champ de pesanteur : Pour un mouvement vertical, le théoreme de
l’énergie mécanique mene a

2

1
mgz + Emz‘ = cte.

Sil'on dérive cette équation par rapport au temps, il vient
mgz +mzZ = 0.

En divisant par Z, on obtient

mz = —mg,

et 'on retrouve le principe fondamental.

2. Force de rappel : dans le cas de la force de rappel, le théoreme de I'énergie
cinétique conduit a

1 1
Ekz2 + Emzz =cte = miz=-kiz = mi= —kz.

Le théoreme de 1'énergie mécanique permet de répondre de fagon trés écono-
mique a des questions faisant intervenir la vitesse.

Exemple. On laisse tomber un objet d"une hauteur & sans vitesse initiale. Quelle
est la vitesse lors de 'impact?
Réponse : on a

1
mgz + Emz2 =E,

ott E est donc une constante. A t = 0,z = hetz = 0, donc E = mgh. Au moment
de I'impact, z = 0, donc

1 5 .
M2 =mgh = |Z=/2gh.
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Définition (Gradient). Le gradient d"une fonction f est défini par
d
?f — l ’

of

ou le symbole ? est appelé gradient ou nabla, et ou le symbole 3 désigne la
dérivée partielle de la fonction f par rapport a la coordonnée x définie par

of _ . f+e8) — f@)

0x 0 e

()

Proposition. Si une force est conservative, alors elle est reliée a 1’énergie poten-
tielle par

B = -V V().

On dit que F dérive du potentiel V(7) (o, par abus de langage, on parle souvent
de potentiel pour 1'énergie potentielle).

Justification. Considérons le travail entre 2 points 7 et 7 + € &y. Si € est suffisam-
ment petit, la force E peut étre considérée comme constante, et son travail est
donné par

W =F.eé, =¢F,. 3)

et donc, quand ¢ — 0, W/e — Fy. Mais, par définition de Iénergie potentielle, ce
travail est donné par
W = V() — V(7 +eéy) 4)

D’apres la définition de la dérivée partielle, W/e — —%—‘; quand ¢ — 0. On en
déduit que
oV
Fr=——.

Complément (Rotationnel). Pour savoir si une force est conservative, il est utile de considérer
son rotationnel.

Définition (Rotationnel). Le rotationnel d'un vecteur fest défini par
o Iy
dy 0z
s )
Jz  Ox
Uy _0fe
ox  dy

Proposition. Si EF(7) est conservative, son rotationnel est nul :

ot F=V AE=0.
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Preuve. Nous avons
oOF, 0F,  9*V 9*V

@‘E“ayaz+3zay =0
car pour toute fonction de deux variables,

*f  0%f
dxdy  Jyox

Idem pour les autres composantes.

Remarque. On peut démontrer que toutes ces propriétés sont équivalentes,
c’est-a-dire qu’une force F(7) est conservative si et seulement si elle satisfait 'une
des propriétés suivantes.

— Il existe une fonction V/(7) telle que
Wip = V(71) — V().
— Il existe une fonction V/(7) telle que
Fi) = -V V).

— Le travail de F ne dépend pas du chemin suivi.
— Le travail de F est nul pour une trajectoire fermée.

— 1ot F=0.

IV. Equilibres stables et instables

Lorsqu'un systeme est soumis a des forces conservatives, I'énergie potentielle
permet une discussion trés intéressante de la notion d’équilibre et de la stabilité des
points d’équilibre.

Considérons I'exemple d"un point matériel se déplacant dans un potentiel unidi-

mensionnel V(x). Le point matériel est soumis a une force F=-VYVv=-V (x) €.
Il sera immobile si et seulement si la force qui s’exerce sur lui est nulle, c’est-a-dire
si

V'(x)=0.

C’est la condition de I'équilibre du point matériel.

Définition (Point d’équilibre). Les points d’équilibre d"un point matériel corres-
pondent aux minima et aux maxima du potentiel.

Soit xp un point d’équilibre, donc un point tel que V'(xp) = 0. Essayons d’éva-
luer la force pour un x proche de x(. On peut écrire

F=—-V'(x)é,

mais, comme x est supposé proche de xp, on peut faire un développement limité
autour de xg :

V'(x) = V'(x0) + V" (x0) (x — x0) + ..
= VN(XO) (x —xp)+ ...

puisque V'(xg) = 0.
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Ainsi, F = —V"(x) (x — xg) &. Deux cas de figure se présentent.

1. V"(xp) > 0. La force tend a ramener x vers x(. C’est une force de rappel. On
dit que l'équilibre est stable.

2. V"(xp) < 0. La force tend a éloigner le point matériel de la position d’équilibre.
On dit que I'équilibre est instable.

Les deux cas de figure sont résumés sur le graphique suivant.

Ve, I
V" <0 == équilibre instable

V" > 0 = équilibre stable

X

Le concept d’énergie potentielle permet d’éclairer la nature du mouvement au-
tour d'une position d’équilibre stable. En effet, d’apres le théoreme de l'énergie
mécanique,

1
mez +V(x)=E,

ou E, I’énergie du systéme, est une constante. Cette équation ne peut étre satisfaite
que si V(x) < E. Deux cas de figure se présentent.

1. V(xp) = E. Dans ce cas, la vitesse est nulle, et c’est un point d’équilibre. On
retrouve le fait qu'un minimum de V correspond a un point d’équilibre.

2. E > V(xp). Dans ce cas, le point matériel va osciller entre les points x; et x,
définis par

V(x1)=E et V(x;)=E avec x1 <xp<Xxp.

En effet, quand le point matériel atteint x; ou xp, 'énergie cinétique s’annule,
et la force de rappel ramene le point matériel vers xy.

V(x) 1. V(x) 2.

E L - - —

X0 X X1 X0 X2 X

Pour les petites oscillations autour de la position d’équilibre, la force de rap-
pel F = —V"(xo) (x — xo) & est simplement proportionnelle a la distance au point
d’équilibre. Les équations du mouvement sont donc les mémes que pour un ressort
de raideur k = V" (xy), et la période des oscillations est donnée par :

m
T=2 e —
"V V(o)
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Complément (Solution générale). Plus généralement, la période peut s'exprimer simplement
en fonction de V(x). En effet, la conservation de |'énergie mécanique conduit a

1 . : 2
me2+V(x)=E = =y _(E-V(),

soit
A )
d'ou o
\/2— = dt,
= (E- V()
et finalement
’ dt =t, — f1.

/Xz dx _ t
o EE-vey) T

Remarque. Alternativement, cette équation peut se réécrire

X

=1,
2
Vo (- V)
Soit F(x) une primitive de , C'est-a-dire une fonction telle que
V€= V)
m
F'(x) = 5 ! .
Vo - V)
Le membre de gauche est donné par
d dF dx I X
Vo E-V)
Ainsi, si on intégre |'équation
X

= 1.

Va E- V)

15}

entre t1 et fp, il vient :

d &
A=
, dt t

ou encore

Flx(t2)] — Flx(t1)] = t2 — t1..

Si on pose x1 = x(t1) et xp = x(tp), cette équation se réécrit

F(x2) = F(x1) = tp — t1.

/xz F'(x)dx =

/"2 dx
g "2 E- V)

ou encore

=t —#.
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La période est égale au double du temps pour aller de x1 a x5, soit :

TW/W.

Dans le cas des petites oscillations, on peut limiter le développement de V(x) au deuxiéme
ordre :

V() = V(o) + 5V (30) (x — %)

Dans ce cas, on sait que la période est donnée par

[ m
T=2mr1 W,

puisque |'équation est la méme que pour un ressort de raideur k = V" (xg). Ce résultat peut
se retrouver aisément via la formule générale. Posons en effet xo = 0, V(xp = 0). Comme le
mouvement est symétrique pour les oscillations harmoniques,

1 dx
T2 |

avec V(x) = 1V"x2 et E = 1V"x%, d'ou

s Wﬁ
1
:2@@/0 \/ﬁ

m X
=4 [arcsm }
V x1 0
—_———

/' m
=27 Vi

Exemple. Considérons de nouveau le pendule simple. Comme la tension est le
long du fil, donc perpendiculaire a la vitesse, elle ne travaille pas, et la seule
source d’énergie potentielle est le poids :

V =mgh.

(S

L'énergie cinétique est donnée par 3mov? avec”

Comme p = ¢ = cte, T = (¢ &, et I'énergie cinétique est donnée par

%mﬁzgl}z :
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Pour I’énergie potentielle, on peut I’exprimer en fonction de ¢ en prenant comme
référence V(¢ = 0) = 0. Ainsi, z = h = £ — £ cos ¢ = £(1 — cos ), et il vient :

V(p) = mgl (1 —cos¢) .
Les positions d’équilibre sont données par
V(g)=0 = mgsing=0 = ¢=0our.
Par ailleurs, comme V" (¢) = mglcos¢$, ona:
V(¢ = 0) > 0 donc ¢ = 0 est un équilibre stable;

V(¢ = m) < 0 donc ¢ = 71 est un équilibre instable.

La période des oscillations autour de la position d’équilibre s’obtient en suivant
le méme raisonnement que précédemment :

%mézd)z +mgl (1 —cos¢) =E.

Pour un mouvement d’amplitude ¢, E = mgl (1 — cos ¢1) et

¢ = 2:115;5 (cosp —cosp) = ¢ = \/%\/coap — cos ¢,

ou encore
[ L d¢ — dr.
2g \/cos ¢ — cos ¢y

La période est égale a 4 fois le temps pour allerde ¢ = 0a ¢ = ¢1, d’our:

_g LM de
T_4\/%/0 \/COS P — cos ¢y

C’est une intégrale dite intégrale elliptique de premiere espece qui n’a pas de
solution compacte simple. Le résultat dépend de ¢y, et pour ¢ petit il prend la

forme ,
- 14 $1
T—27‘C\/§(1+E+...> .

14 . I . .
On retrouve le résultat T = 27 g pour les petites oscillations, mais la période

dépend de 'amplitude des oscillations, contrairement au cas du ressort.

a. Attention : on est en coordonnées cylindriques et z est perpendiculaire au plan du pendule
donc z = 0.

Remarque. S’il n’est pas possible de définir une énergie potentielle, on peut tou-
jours discuter les positions d’équilibre et leur stabilité en vérifiant que la variable
qui définit 1’équilibre satisfait une équation différentielle du type ¥ = —ax. Si
a < 0,1'équilibre est instable. Si « > 0, I’équilibre est stable, et le mouvement est
périodique de fréquence w = /a.
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V. Frottements et théoréme de 1’énergie

Supposons qu’un systéme soit soumis a des forces conservatives et des forces
non conservatives. D’apres le théoréme de I'énergie cinétique,

Ky — Ky = Wip = W5 + WHE,

ou chz est le travail des forces conservatives et W{\ZJC le travail des forces non
conservatives.

Or, le travail des forces conservatives s’exprime a l'aide d"une énergie poten-
tielle :
Wh=W-V, = K+VWh-K -V =W,

soit donc

E, — Ey = WNC

La variation d’énergie mécanique E = K + V est égale au travail des forces non
conservatives.

Exemple. Un lugeur part d’une hauteur & sur un plan incliné faisant un angle
 avec I'horizontale. On se propose de trouver sa vitesse finale v en fonction du
coefficient de frottement .

A

A9

' mg 0 B

On a déja vu que Hﬁ” = mg cos 0, et donc que Hﬁfr = mgc cos 0. L'intensité et

la direction de Fg sont constantes pour ce parcours, et donc

- h
= Fg - /ﬁ = —mgcos@myc = —mg gl

Par ailleurs, 1’énergie potentielle est donnée par V = mgh au départ et 0 a l’arrivée.
Finalement, K4 = 0, Kg = 3mv?, V4 = mgh et Vg = 0 donc

1 5 h 1 5 _ He
> —mgh = mg o gl = mv —mgh<1 tan9>’

d’ou finalement
=4/2
0= \/ gh " ta n9>
Remarques.
1. Enl’absence de frottements (y. = 0), on retrouve v = /2gh.

2. Les frottements diminuent la vitesse finale.
Uc

an 6
le mouvement démarre, il faut que tan6 > s, ol ys est le coefficient de

frottement statique, et on a de fagon générale s > .. Donc la condition
tan6 > p. est bien vérifiée.

3. La condition 1 —

> 0 est équivalente a tan® > p.. Or, pour que
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Moment cinétique et force
centrale, gravitation

« Le moins de péché possible, c’est la loi de
I"homme. Pas de péché du tout est le réve de
I'ange. Tout ce qui est terrestre est soumis
au péché. Le péché est une gravitation. »

— Victor Hugo

Dans un mouvement rectiligne uniforme, la vitesse est constante. Dans un mou-
vement de rotation uniforme autour d’un point O, la vitesse n’est pas conservée,

mais il y a néanmoins une quantité conservée. En effet, si7¥ = OM,

d -
— (FAND)=0AT+ 7Ad =0.
dt (FA9) ~—~ - ~~
=0 =0 car /7
Cela suggere d’introduire, a coté de la quantité de mouvement j = m 7, le moment
cinétique L = 7 A p. L'objet de ce chapitre est d’étudier les propriétés du moment

cinétique, et d’en déduire la solution générale du probleme d’un point matériel
soumis a une force centrale, avec application a la gravitation.

I. Moment cinétique

Définition (Moment cinétique). Le moment cinétique par rapport a un point O
d’un point M ayant la vitesse @ est défini par

- — —
Lo =0OMAB=0OMAmMG.

©)

= o .
Si O est l'origine du repére, on note OM = 7, et le moment cinétique est simple-

ment noté

[t

—FAF=mPAD.

On peut définir le moment cinétique par rapport a n'importe quel point. Dans
ce cas, on a
Ly = 1@ AmT+ Lo.

En effet,

Ia=AMAmMTG = (z@—km)/\mﬁzﬁ/\mﬁ—l—m/\mﬁ.
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Définition (Moment d"une force). On définit de facon similaire le moment d’une
force s’appliquant au point M par rapport a un point O par

=

%
Mo:m/\P.

Le moment d’une force par rapport a un point O mesure sa capacité a faire tour-
ner le point matériel qui est soumis a cette force autour de ce point. En particulier,

si F / OM, le moment de F par rapport a O est nul.

Théoréme (Théoréme du moment cinétique). La dérivée par rapport au temps
du moment cinétique par rapport a un point O est égale au moment par rapport
au point O de la somme F des forces appliquées au point matériel :

d - —
— Lo = F.
a7 o=0MA

Démonstration. C’est une conséquence directe du principe fondamental :

S, dL — dp
[o=O0OMAB S0 _ GAp +OMA L
dt D dt

—~—

=0 car d/p _F

II. Mouvement a force centrale

Définition. Une force F E’; dite centrale si elle pointe toujours en direction d"un
méme point O : F(M) // OM.

Exemples.

1. La force de gravitation exercée par une particule sur une autre est une force
centrale centrée sur la particule. Si 'on prend la position de la particule
comme centre du repere en coordonnées sphériques, on a :

= C =
.F = __2 er .
r
2. La force exercée par un ressort attaché en un point O est aussi une force
centrale. Si le ressort peut prendre n’'importe quelle direction, la force est
donnée par

F=k(y—r1)é,

ol /g est la longueur au repos du ressort.

Proposition. Si une force centrale est conservative, le potentiel associé ne dé-
pend que de .

Complément (Démonstration). Considérons un potentiel V(r, 0, ¢). Son gradient en coordon-
nées sphériques est donné par

V=g 10, L 9V,
T or " r 00 " rsingop 7

Pour s'en convaincre, considérons V' comme fonction de 7(¢). En cartésiennes,

d_ . oV _ oV _ 9V -
aV(r(t))—gx—i-—y—i—gz—?V-v.
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En sphériques,

VHm M7+ﬂh+—¢ VV.7

Sachant que 7 = #&, + rf & + r¢ sin 0., ?V ¥ redonnera |'expression % aV 7 + 9 + (p

si ?V est donné par |'expression annoncée.

Ainsi, pour que F = —?V soit proportionnel a &, il faut que
v _av
0 9p

donc que V' ne dépende que de r.

Pour la gravitation, nous avons déja vu que
C
V(?’) =~

en accord avec F = ?V = — er Pour le ressort, on a de méme

V(r) = %k(r — 4p)?

Théoreme. Si un point matériel est soumis a une force centrale de centre O, son
moment cinétique par rapport a O est constant.

Démonstration. On a simplement

ﬁf OMAE=0

puisque, par hypothese, F / OM.

Dans ce cas, le moment cinétique est une intégrale premieére (ou plus exactement
un ensemble de 3 intégrales premieres, chaque composante étant conservée).

III. Solution générale du mouvement a force centrale
dérivant de V(r)

Lorsqu'un point matériel est soumis a une force centrale, le mouvement possede
un certain nombre de propriétés générales.

1. Le mouvement se fait dans un plan En effet, [ = O_M> A md est perpendicu-
laire a OM ce qui implique, si L est constant, que OM est perpendiculaire a
la direction de L, donc que le mouvement a lieu dans le plan perpendiculaire
a L contenant O.

2. Sion se place en coordonnées sphériques avec I’axe Oz / L et I'angle 6 = 77/2,

ou de facon équivalente en coordonnées polaires dans le plan ou se situe le
mouvement, on a donc :



3. Le mouvement suit la loi des aires :
« La surface balayée par le vecteur OM par unité de temps est constante. »
En effet, si I'on définit I'aire balayée par d.A par la norme de dS = P AdF,
c’est-a-dire la moitié de la surface du parallélogramme engendré par 7 et d7,

ona
dA 1|, d7| 1, .. 1 . . 1z _ L _
T 3| PG| T A= g PR = g [T = g = e
d7 f 7
r/"7/7// £
O 7

4. Conservation de I’énergie : I'énergie cinétique est donnée par

1 1 1 ,
K= Emv2 = EmffZ + Emr2<p2.

L’énergie mécanique, somme de 'énergie cinétique et de 1’énergie potentielle

V(r) est conservée :

1 1 .
Emi"2 + Emrngz + V(r) = E = cte.

Mais mr?¢ = L = cte :

1, 112 B

C’est un mouvement unidimensionnel dans un potentiel effectif donné par
1 L2
Vett(r) = 2 T V(r).

C’est la forme de ce potentiel effectif qui doit étre utilisée pour discuter la
nature générale du mouvement (points d’équilibre, stabilité, efc.)

Complément (Equation générale de la trajectoire). Le long de la trajectoire, on peut consi-
dérer que ¢(t) est en fait une fonction de r(t), ¢(r(t)), d'ou

d  dgdr d¢ ¢

v ax = ar i

L e dg _ £
p=-—5 et i= m(E Vei(r)) = dr ~ 2\/2m(E — Vug()

On en déduit que

r Ldr
P(r) = /ro r27/2m (E — V(1)) M

C’est I'équation générale de la trajectoire pour un mouvement central.

IV. Probleme de Kepler

Le probleme de Kepler correspond a la gravitation, avec
V(r) = —%, C>0.
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Le potentiel effectif est donné par

112 C
Vete(r) = S

Il diverge vers le haut quand r — 0, il tend vers 0 quand r — +o0, et il passe par
un minimum quand

dVig 12 C L?
= — — 0 fr— = —,
dr mr3 + 72 "o mC
En ce point,
1 mC?
Vegt(ro) = 52
Veff(r)
:ro T
|
2 |
_% m % N

Le mouvement n’est possible que si

1.c

Il y a trois cas de figure :

1., C?

— siE = — — 3m %, 7 = 0etle mouvement est circulaire;

. 2 .
— si —% m % < E <0, le mouvement oscille entre deux rayons rj et r;;

— si E > 0, le point matériel part a I'infini.

Complément. Pour trouver les trajectoires, on peut utiliser la formule générale donnée par
une intégrale (exercice), mais il est plus simple de décrire la trajectoire par

“0) = 5

Alinsi,
dr . dr du 1 du 1du L , Ldu

~a? duas? B’ Pdpm”  mdp’

ce qui permet de réécrire |'énergie sous la forme

il i <du)2 5
== [ ful— Cu.
2 m [ d¢
Comme |'énergie mécanique est constante, la dérivée de cette expression par rapport a ¢ doit

étre constante, d'ou

L% d%?u du L2 du du

— 45 a5 —I— —C— =0,
m d¢? d¢ d<p d¢

soit donc

d¢? oL
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La solution générale de cette équation différentielle est bien connue. C'est la somme de la
solution générale
u= Acos (¢ — o)
et d'une solution particuliére
_ Cm
=47
L2
Sil'on pose p = — et e = Ap, il vient
pose p == p

_ ecos (¢ — ¢o) +1
p

soit donc

_ p
~ 1+ecos(¢p—¢o)

Il s'agit de I'équation en coordonnées polaires d'une conique :
— sie =0, c'est un cercle;
— si0 < e <1, c'est une ellipse;
— sie =1, c'est une parabole;
— sie > 1, c'est une hyperbole.

L'énergie mécanique est donnée par

1 Lz <du> L 2| C % = _|_E 1 _
a9 u u avec - T sin (¢ — ¢o)
d’'ou
112 |2 2 e 1
Ezzmlpzsm ¢ — q>0)+p—cos (gb—gbo)ZECOS(gb—gbo)—P
e C
_cte _ =
> 0s (¢ — ¢o) ,
1 2 1 Ce C
ECp szJr cos (¢ — ¢o) + 2 —?cos(gb—(,bo)—g
_Le 1 i
- 2p 2 p'
soit donc

E:_gu_gy

Sie < 1, E < 0: le mouvement doit &tre limité entre deux longueurs, ce qui est compatible avec
une ellipse. Par contre, si ¢ > 1, le mouvement n'est pas fermé. e est appelée |'excentricité
de la conique.

V. Les lois de Kepler

Historiquement, Kepler a compris le mouvement des planetes avant que New-
ton ne formule ses lois, et ce sur la base des observations de son maitre Tycho Brahé.
Ces lois peuvent étre formulées de la fagon suivante.

Loi 1 (1™ loi de Kepler). Les trajectoires des planetes sont des ellipses, dont le
Soleil est un foyer.
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Loi 2 (2¢ loi de Kepler). Le rayon-vecteur du Soleil a la planéte balaie des aires
égales pendant des temps égaux.

Loi 3 (3° loi de Kepler). Si 'on désigne par T la période et a le demi-grand axe
2

de l'ellipse, le rapport ra est le méme pour toutes les planetes.

Ce sont en grande partie ces lois qui ont amené Newton a sa formulation de la
gravitation. Dans ces notes, nous faisons le chemin inverse et démontrons que ces
lois sont des conséquences de la gravitation.

Complément (Démonstration des lois de Kepler). Commencons par la premiére. Si une planéte
tourne autour du soleil, c’'est que e < 1, et la trajectoire est une ellipse. L'origine du repére
est ce que |'on appelle un foyer. Si I'on prend ¢o = 0, I'équation est donnée par

r=—F
1+ecos¢”

Calculons le demi-grand axe a et le demi-petit axe b en supposant qu'il s'agit bien d'une
ellipse :

dr esin ¢

— =———""1——>=0 pour ¢=0,7,
d¢ (1+ecos )’

on en déduit

B B . _p P (1 1 )_ 2
2a—r(u)+r(u)—1+e+1_e—p * “ P

min max

soit finalement

a

T1_e

La coordonnée cartésienne y a pour valeur maximale b. Or,

psin ¢ . ﬂ_p(l—I—ecoscp)coscp—sincp(—esincp)

yig) = reing = I +ecos¢ do (1—|—ecoscp)2

d'ou
d
Y _o— (1+ecos¢)cosg+esin®p =0=>cosd+e=0=cosp = —e.

d¢

Pour cette valeur de ¢,

soit finalement




Si I'on définit des coordonnées cartésiennes d'origine C, que I'on appelle X et Y, on a

X=x+a—-r(@=0) x+1_62 Tre x+1_62,

soit
X=x+ea Y =y.

Proposition. X et Y sont reliés par

DI

Démonstration. On a le développement suivant :

;= p
1+ecos¢
r+recos¢—a(1—ez>
=ex
r_a( ez)
r? =a? (1 62)2 + e*x* — 2a (1 — ez) ex
xz—l—yz—ezxz—i—Zea(l—e)x—a2<1—ez)2
x? (1 —ez) + y* 4 2eax (1 —ez) =a° (1 = 62)2
xz—i—lgzez—l—Zaex:az(l—ez)
(x+ea)2—e2a2+1z262:a2—a262
2 V.
(x +ea) +1_62 =a
(x+ea)2 y2 _q
a2 a2 (1—e?)
X2 Y?
;_’_ﬁ:l.

La deuxiéme loi est tout simplement la loi des aires, qui est valable pour tout mouvement a
force centrale.

Démontrons la troisiéme loi : D’aprés la loi des aires, = —. En intégrant sur une période

dt ~ 2m
T, il vient :
T
dA _ . L
0 dt 2m
L
= A(T) — A0) = T—

L
= ab =T—
2m

2
= T = nab—m

L
puisque |'aire de I'ellipse est égale a 7tab. Mais
p:i:L—\/@ et p:a(l—ez) = L=1/Cm(1—¢?)+/a,
donc
T:naaMM1:a§27r\/? = Z::47rzrg.

=b



Mais la constante est C = GMm, ot M est la masse du Soleil et m la masse de la planéte.
Finalement, on a

T2 472

B3 GM’

qui est bien indépendant de m.
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Changement de référentiel,
dynamique terrestre

« E pur si moeve. »
— Galileo Galilei

I. Référentiels et reperes

Comme défini au premier chapitre, un référentiel est défini par la donnée de
quatre points non coplanaires dont les distances mutuelles restent constantes, et
par extension de tous les points dont les distances mutuelles a ces quatre points
restent constantes. Des exemples de référentiel souvent utilisés sont les suivants.

Exemples.
— Un solide.
— Le référentiel terrestre (ou du laboratoire).

— Le référentiel géocentrique ou de Ptolémée, défini par le centre de la Terre
et trois étoiles fixes.

— Le référentiel héliocentrique ou de Kepler, défini par le centre du Soleil et
trois étoiles fixes.

On définit aussi la notion de repere.

Définition. Un repere est défini par la donnée d’un point de 'espace et de trois
vecteurs non coplanaires. En général, on utilise des repéres orthonormés directs
(vecteurs orthogonaux de norme 1, troisiéme vecteur égal au produit vectoriel
des deux premiers).

Un repere est dit lié au référentiel R si son origine et ses vecteurs ne bougent
pas par rapport a R. A un repére, on ne peut associer quun seul référentiel auquel
il est lié. Par contre, on peut définir une infinité de reperes liés a un référentiel en
changeant I'origine et I'orientation des vecteurs.

II. Changement de référentiel

Considérons deux référentiels R et R'. Soient (O, Ex, €y, é’z) un repére lié a R et
(0, 8,8,8) unrepere lica R'.

La position d"un point matériel M est repérée dans R par

—
OM = xé; +yé, +z¢;
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et dans R’ par
N
O'M = a1€1 +areér, +azes.
La vitesse de M par rapport a R est définie par
Um = Xex+yé,+ze;
et la vitesse de M par rapport a R’ est définie par
Z_fﬁw =161+ e, +azes.
De méme, 1’accélération par rapport a R est définie par
im = ie + 18 +ze
et I'accélération par rapport a R’ est définie par
1_1’34 =i1€; +iper +izes.
Comment ces vitesses et ces accélérations sont-elles reliées entre elles ?

Pour répondre a cette question, il suffit d’observer que le mouvement de R’ par
rapport a R est entierement défini par deux vecteurs :

— Tor, la vitesse de O’ par rapporta R ;
— @, le vecteur rotation qui décrit I’évolution temporelle des vecteurs e; :

de; =wANe;
dr a

On en déduit les relations suivantes. D’abord pour la vitesse :

—
. dOM  doO' | dO'M

M= "4t dt dt
= Uo + $(ﬂ151 + a8 + az e3)
S B dé’l_i_._»_'_ dé’z_i_.ﬁ_i_ des
= 0o ai el a1 —— ar ey — ay —(— a3 é3 +— a3 ——
© dt dt dt
:5o/+53\4+ﬂ1(7)A51+ﬂ2(?)/\é§+ﬂ3(?]/\éé
— —/ — /
=0 +Uy+wANANO'M,
soit finalement
— —/ — — / —/ —
M = Uy + Tog+wANOM =0y +0eMm-.
\/ v ~ ~\~ -~
vitesse « absolue » vitesse « relative »  vitesse « d’entrainement »

La vitesse d’entrainement correspond a la vitesse par rapport a R dun point
immobile dans R’ confondu avec M a l'instant f.

Remarque. Si R/ est simplement en translation par rapport a R (& = 0), on a le
résultat intuitif

m = 5;\4 + o,
simple translation du vecteur vitesse.

Pour l'accélération, on a

d. d . . 0 d/,
—avol+$(alel+ﬂ2€2+ﬂ3e3)+&(CU/\OM).

5

:aol
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d(a &+ (08 + 43 8) = i1y &) + iin &y + i385 + d da | 5,92, 95
=+ O ATy
et
d /., . —— . dO'M
—(w/\O’M)=w/\O’M+w/\
dt dt
= /—> — =/ = /—>
:w/\OM+w/\<vM+w/\OM)
Ay A Iy
:wAOM+wAvM+w/\<wAOM) ,
d’ou finalement
- — - Ay AN Ny N —
am = dy +aO/+CU/\OM+(U/\((U/\OM)+ 20 NTpy
o ~~ N — . S~
accélération « absolue » «relative » « d’entraimement » « complémentaire »

L’accélération complémentaire est aussi appelée accélération de Coriolis. On a alors

— —

/ — —
apm = dpp+dem +acM -
Remarques.
1. L'expression des vitesses et des accélérations en coordonnées cylindriques

et sphériques peuvent étre vues comme des applications de ces relations
en considérant comme référentiel relatif :

— le référentiel R’ auquel le repere (O, €, €y, é’z) est 1ié pour les coordon-
nées cylindriques;
— le référentiel R’ auquel le repeére (O, er, ey, 54)) est 1ié pour les coordon-
nées sphériques.
Comme l'origine O est la méme que pour le référentiel absolu, il n’y a pas
de termes o et Ay, et les autres termes calculés pour O’ = O redonnent

exactement les formules vues précédemment en coordonnées cylindriques
et sphériques.

e
2. Le terme @ A (c?) NO' M) est parfois appelé accélération centripete. En
effet, si
/—> — — — —
OM=pe,+ze, et W=wez,

alors

—
GAOM=pwéy = @A (@AOM) = —pu?e,.

ITII. Principe fondamental dans un référentiel quelconque

Supposons que le référentiel R soit un référentiel dans lequel la premiere loi de
Newton s’applique. Un tel référentiel est appelé référentiel inertiel. Dans un tel
référentiel, la deuxiéme loi de Newton prend la forme

=

mﬁM:F,

ott F est la somme des forces appliquées. Qu’en est-il dans un référentiel quel-
conque?
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D’apres ce qui précede, on a
mﬁﬁw-l—mﬁeM—FmZiCM:F - mﬁﬁVI:P—mZz’eM—mﬁCM,
ou encore
—/ — — —
mdy = F + Fe + Fc,

ot Be = —m i, est la force d’inertie d’entrainement et Fic = —m i est la force
de Coriolis. De fagon plus détaillée, ces forces supplémentaires prennent la forme

= — = /—> — — /H - — —f
Fe=-midp —mwoNOM—mdaw N (w/\OM) et Fc=-2mwA\v),.
Cas particulier. Si le référentiel R’ est en translation uniforme par rapport a R,
c’est-a-dire si U est constante et & = 0, alors 4o = 0 et

= —

FE.=0 et Fc=0.

Dans un tel référentiel, la deuxieme loi de Newton prend la méme forme que
dans un référentiel d’inertie :

=

miy =F,

ott F est la somme des forces appliquées. Un tel référentiel est dit galiléen.

e
Remarque. Le terme —m & A (cTJ ANO M) est parfois appelé force centrifuge. En

effet, il est opposé a I’accélération centripete, et il pointe donc vers l'extérieur.

IV. Référentiels en translation non uniforme

Si un référentiel est simplement en translation par rapport & un autre, & = 0 (et
bien str @ = 0), et les formules se réduisent a

77M = 5?\/1 + 50/
ﬁM == ﬁG\/I + ﬁo/
avec 4o # 0 si la translation n’est pas uniforme. La présence de cette accélération

donne lieu a des forces d’inertie aux conséquences parfois déroutantes. Voyons-le
sur quelques exemples.

1. Ressort dans un ascenseur

Un ressort est accroché a un ascenseur soumis a une accélération 4. Quel est
I’allongement produit par une masse m?

Dans le référentiel de I’ascenseur, la masse est soumise a trois forces :
— sonpoids P=mg;

— la force de rappel du ressort

F=k(—ty)&.;
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— la force d’inertie d’entrainement
Fe=—ma.

Dans le référentiel de ’ascenseur, I'équation du mouvement de la masse est donc
donnée par
mia, =mg+k(l—{ly)e.—mi.

A l'équilibre, ), = 0, donc

mg+k(—1Ly) e, —md=0.
Projetons sur ¢ :

g-é,=—-g et d-é;=a,

ce qui mene a
k(€ —Lo)=m(g+a),

et donc finalement

6—60:%(g+a).

Sia > 0, alors l'allongement est plus grand. Si a = —g, l'allongement est nul :
'ascenseur et le ressort sont en chute libre.

Remarque. On peut retrouver le méme résultat dans le référentiel du laboratoire.
L’équation du mouvement est donnée par

My, =P +k(l—{) e,

et la condition d’équilibre correspond a @, = @ (la masse a la méme accélération
que "ascenseur), d’ou
md=P+k(l —{y)e,.

C’est la méme équation, mais la condition d’équilibre est moins intuitive.

2. Pendule dans un train

[l

7
At

Diele;

Que vaut I'angle 6 a 'équilibre ?

Dans le référentiel du wagon, la masse est soumise a trois forces :
— son poids P;
— latensiondu fil T;

— la force d’inertie F, = —m .
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A l'équilibre, @' = 0:
P+T+F.=0.
Projetons d’abord sur 7 (horizontal), en nommant « 1’angle entre TetT:
P-T4+T - T+Fe-T=0 = Tcosa—ma=0.
=0

Or,a = 5 — 6 donccosa = sinf :

| Tsinf = ma.|

Projetons maintenant sur 7 (vertical) :

ﬁ-ﬁ—l—T-ﬁ+ﬁie-ﬁ:O:>—mg+Tcosf):0:>Tc059:mg:>T:CT:sge.

La premiere équation conduit a

sinf
= ma,
cos
soit finalement
a
tanf = —.
8

De nouveau, on peut bien stir résoudre le probleme dans le référentiel du labora-
toire en écrivant que 'accélération a 1’équilibre est égale a 4.

3. Pendule dans un train sur un plan incliné

On suppose cette fois que le wagon glisse sans frottement sur un plan incliné.
Quelle est l'orientation du pendule?

Procédons en deux étapes.

a) L'ensemble wagon + pendule a la masse M + m, et il est soumis a deux forces :
son poids P et la réaction R :

(M+m)yd=(M+m)§+R soit R=M+m)[@-3).

b) Dans le référentiel du wagon, le pendule est soumis a trois forces : son poids
m g, la tension T et la force d’inertie —m @. A I'équilibre,

T est colinéaire a R donc il est perpendiculaire au plan incliné. Le pendule est
perpendiculaire au plafond du train!
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4. Accélérometre a main

Un objet flotte dans un liquide plus dense que lui. Il est attaché a la base du
récipient. On accélere le récipient avec une accélération 4. Dans quelle direction
pend le fil?

e
a

Plagons-nous dans le ré férentiel en mouvement, et appelons M la masse du fluide
déplacé. Ce volume serait soumis a la force

Mg—Mai.
Ainsi, la force d”Archimede exercée par le fluide sur 1’objet est
Fx=-Mg+ Ma.
L’objet est soumis a quatre forces, dont la somme est nulle a I'équilibre :
P+T+Fe+Fa=0,
soit . . .
mg+T—-—mi—MZ+Mi=0 = T=M-m)(g—d),

avec M —m > 0 puisque le fluide est plus dense que 1’objet. Donc la tension est
orientée selon § — 4.

Y

g—i

oqy

Le fil penche donc dans la direction de 4! L'angle 6 est donné par

a
tanf = —.

V. Référentiels en rotation uniforme

Les deux forces d’inertie, la force centrifuge et la force de Coriolis, ont des effets
tres intuitifs sur deux exemples.

1. Liquide en rotation

Une goutte a la surface est au repos dans le référentiel tournant.
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Elle est soumise a trois forces :

— - N N H —
P+R-m&n(@AOM)= G
o ), ~—
= ~~ au repos
=Feent : force centrifuge

Comme R est perpendiculaire a la surface, on en déduit que la surface est per-
pendiculaire au vecteur P + Feent :
2
=z mw=x
Bt = (")
+ Feent —mg

z

Or, le vecteur f de composantes (1,z'(x)) est tangent a courbe. En effet, si on ap-
pelle A le point de coordonnées (x, z(x)) et B le point de coordonnées (x + ¢, z(x + ¢)),
le vecteur AB devient tangent a la courbe a la limite ¢ — 0. Or le vecteur ABa pour
composantes (g, z(x + €) — z(x)). Il est proportionnel au vecteur f(e) de composantes
(1, (z(x +€) — z(x))/¢) qui tend vers ?quand e — 0.

On en déduit :

2
?'<P+Fcent> :0:>mw2x—mgz'(x):():>z’(x):%x:> z=-—x"°.

Le liquide forme un paraboloide de révolution.

2. Fusil tournant

Imaginons un fusil tirant une balle a 'horizontale tout en tournant autour d’un
axe vertical.

La balle est déviée par la force de Coriolis.
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VI. Dynamique terrestre

La Terre n’est pas un référentiel d’inertie. En premiere approximation, on peut
considérer qu’elle tourne avec une vitesse angulaire b autour de 1’axe de ses poles
par rapport a un référentiel d’inertie, le référentiel de Ptolémée (ou référentiel géo-
centrique).

Dans le référentiel de la Terre, la mouvement est régi par 1’équation
mi=F+mg—2mdo NG,
ot F est la somme des forces extérieures (sauf le poids) et
§=FM — @A @A)

avec

gE(r) = —g(r) e

— —> Z
le champ de gravitation, ot 7 = CM est mesuré par rapport au centre de la Terre C.
Cette équation est une conséquence du fait que C estimmobile et que @ est constant.

Le champ de gravitation apparent g est appelé champ de pesanteur. Son orien-
tation par rapport a $8"V(7) dépend de la latitude A. On a

W =w(sinAé +cosAé)) et F=re,
donc
WONT=rwcosA(€y &)

et
OGN (@D NAT) = rw?sin A cos A8, A (By A &) 4+ rw? cos? A&y A (@) AE) .

—

Posons €3 = €, A\ €}, :

exNes=¢e — e N(E\NeE)=—¢,

ce qui nous amene a

O N (D NTF) = rw? <—cosz/\é}~|—sin)\c05/\é'A)
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et donc
§ =@+ rw? (cos2 A€ —sin A cos AEA) :

Le champ de pesanteur n’est pas strictement radial. Il est radial a 1’équateur
(A = 0) etaux poles (A = £7).

M
g’grav
g
hémisphere
nord
hémisphere C
sud g
Fgrav
g M
La direction de g correspond a celle d’un fil a plomb : T = —mg.

| Remarque. Les corrections sont trés petites (~ 1073).

Sil’on adopte § comme le champ de pesanteur, le seul effet de la rotation de la
Terre, c’est la force de Coriolis :

Ec=-—2madNT.

Cette force a plusieurs effets remarquables.

1. Déviation vers I’est
Si un corps tombe a la verticale a la vitesse ¥ = —v &, il subit la force de Coriolis :
Fo = —2mw (SinA &, + cos A &)) A (—v &) = 2mwvcos A (8 A E,) .
Le vecteur €, A €, est orienté vers 'est.

N)

S

Un objet qui chute est dévié vers 1'est, que la chute ait lieu dans I’hémisphere
nord ou dans I’hémisphere sud.

Par ailleurs, comme ¢ n’est pas strictement radial, il est dévié vers le sud dans
I'hémisphere nord et vers le nord dans I’hémisphere sud.
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Remarque. On peut aussi comprendre la déviation vers 1'est dans le référentiel
géocentrique (centre de la Terre et trois étoiles fixes). L'objet a la hauteur / a une
vitesse (R + 1)%w (ot R est le rayon de la Terre), le point ot1 il devrait tomber une
vitesse R?w. Lorsqu’on le lache, cet objet décrit une ellipse dont C est un foyer.
D’apres la loi des aires,

r’p = cte.

Audépart, r = R+ h et ¢ = w. A l'arrivée, r = R et donc ¢ > w. Donc, pendant
la chute, la vitesse de rotation de 1'objet augmente, d’ot1 la déviation vers 'est.

2. Pendule de Foucault

Considérons un pendule qui oscille dans un plan tangent a la Terre. Si le fil est
tres long et les oscillations petites, on peut considérer qu’il reste dans le plan, et que
sa vitesse n’a pas de composante suivant ¢, :

U=1v,€ +0v3¢€3.

Plagons-nous dans un référentiel tournant par rapport a la Terre avec une vitesse

&' = —wsinAée,.
La vitesse totale de rotation est la somme des vitesses de rotation (voir démonstra-
tion a la fin du chapitre). Elle est donc donnée par

Dot = @ + @ = wWcosAEy .
Dans ce référentiel, la force de Coriolis est donnée par

—2mM WDyt N T = —2mw cos Avz €, A €3 .
——

—

=ée,

Cette force est parallele a ¢, et elle est compensée par la tension. Donc dans ce réfé-
rentiel la force de Coriolis est sans effet et les oscillations se font dans un plan.

Dans le référentiel de la Terre, le plan des oscillations tourne donc a la vitesse
angulaire

-/

W = —wsinAe,.

Dans ’"hémisphére nord, A > 0, donc w, < 0 et ainsi le pendule tourne dans
le sens des aiguilles d'une montre. Dans I’hémispheére sud, A < 0, donc w; > 0 et
ainsi le pendule tourne dans le sens trigonométrique. La période est donnée par

heures.

sin A

Aux poles, la période est donc de 24 heures. A Lausanne, A = 46,5 deg, la période
est T = 33 heures. A 1'équateur, ona T — +oc0 : il n'y a pas de rotation.

Complément. Loi de composition des vitesses angulaires

On considére 3 référentiels R, R’ et R”. Le mouvement de R’ /R est décrit par T et @, et
celui de R” /R’ par o et &'.

Question : Quels sont les vecteurs décrivant le mouvement de R” /R ?

D’aprés les régles de changement des vitesses, on a :

_ 4
O/+a)/\OM

— —)

4
M:UM+
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et =/ =l =/ -/ /!
Ty =0y +0on +@0 NO'M
dou = = = =/ — / -/ 1
UM:UM+'UO/+UO//+(U/\OM+CU ANO"M
sort =2 = =/ = — 'n/! - -/ /!
UM =0y + 0o +T0 +@0ANO0" + (0 +@0)ANO"M.

Or, par définition de Gpo» et @”, on a :
=5 =/ = =/ /!
UM = Uy + 000 +@0" NO"M..

On en déduit que

56:5/0//+5O/+JJA

00’

et que

=0+ .

La vitesse angulaire totale est donc la somme des vitesses angulaires relatives.
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Systeme de points matériels

« More is different. »
— Philip Anderson

I. Forces intérieures et forces extérieures

Considérons un ensemble de points matériels de masses m; et repérés par leur
position M;. Le principe fondamental appliqué au point matériel i s’écrit
4 — B L
j#i

ot F** est la somme des forces extérieures appliquées a i et F;_,; la force exercée par
le point j sur le point i.

Définition (Quantité de mouvement totale). La quantité de mouvement totale P
par
P=Y pi.
i

Avec ¢a, il vient
d‘_P _Zﬁext+zzﬁ, .
dt - 1 j—r
i i j#i
Or, la somme ) ; Zj#i I?]-_ﬂ peut se réécrire comme
Y Y Fui=), (Fi—>]' + F]'—n') /
i j# (i.1)
ol Z(i ) signifie qu’on somme sur toutes les paires de particules. Or, d’apres la
troisieme loi de Newton,
Fi_>]' + F]‘_>i =0.
On en déduit le théoreme suivant :

Théoreme (Théoréme de la quantité de mouvement totale).

=

d_P _ F’ext

avec P =Y, pjet F =Y, F™.
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De méme, pour un point matériel, nous savons que le moment cinétique Lo ;

satisfait -
dLp; z F. = Fext 1—?—>
(tD,l — O?—\Zi ANF; avec F ieXt Z J

:] j#i

Si l’on définit le moment cinétique total Lo par
Lo =) Lo,
i

il vérifie
dLo

Zm NE LYY OM, A E
i j#i
Mais encore une fois, on peut écrire .
;;mmﬁi :@%(m@ﬁmmﬁj) ,
et, comme I?H]- = —I?Hi, on peut écrire

(ﬁi/\ﬁ}—)i"'—(wj/\ﬁi—)j: ((Wi—(Wj)/\ﬁjeizMjMi/\ﬁjw

On fait par ailleurs I'hypothese que les forces FH] et P]ﬂ sont paralleles au

vecteur M; M ce qu’on peut rendre plausible par des arguments de symétrie si la
3éme loi de Newton est satisfaite.

I A I
| | |
o : ° = ° : <« F»d—>g - _ﬁg—>d
i I j j I i
| |
d : droite
g : gauche
I I A I I
| | |
S T R RS A
1 I ] ] I 1
|\ I ~ I J

ne satisfait pas la troisieme loi
Ainsi, M]-Mi A 1:“}_>]~ = 0 donc
OM; A Fii+ OM]' NFi; =0,

et donc finalement
dLO

Zm A Fext ZMext

d’ot1 le théoréme :

Théoreme (Théoréme du moment cinétique total).

dLo
dt

==
_ ext
= M5

ol ./\/lext est le moment des forces extérieures qui s’exercent sur i et M la
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somme des moments extérieurs.

Remarque. Ce théoreme n’est valable que si le point O est un point fixe dans le
référentiel considéré. En effet, lorsque nous avons établi le théoreme du moment

cinétique pour un point matériel, nous avons utilisé le fait que la dérivée de OM
était égale a ¥, donc que le point O était fixe. Sil’'on définit le moment cinétique
par rapport a un point mobile, il y a un terme complémentaire. Ce point sera
discuté en détail dans le chapitre suivant dédié aux solides indéformables.

II. Statique

Une premiere application de ces lois concerne les conditions d’équilibre d'un
systeme de points matériels. En effet, si un systéme ne bouge pas (il est statique),

on a
7(t) = cte
Ti(t) =10

d’ou
Cela implique que

et donc que
= — % —
ext __ ext _
F =0 et MO =0.
Si un systéme est a I’équilibre, la somme des forces extérieures et la somme des
moments des forces extérieures sont nulles.

Exemple. Considérons deux masses mj et my chacune a une extrémité d’une
poutre de masse négligeable elle méme sur un point d’appui. On note d; et d,
les distances au point d’appui. Que valent d; et d, a I'équilibre?

R z
mq O my

2 P,
A 1'équilibre, on a d’abord
F**=0 = P +P+R=0,

mais I'on a aussi

M =0 = 2
On peut choisir O ot I'on veut, mais le plus simple est de choisir O la ot s’ap-
plique R : .

MEt=0M; APy + OO AR+OMyA B,.
H/—/

Ona
— R .
OM; A P; = —dyex N\ (—mig) & = —midi1ge,
—_— - N .
OMy APy, =dyéy N (—ng) . = madrg ey,



donc
—myd1g + mpdyg =0

et finalement

di  my
dy mp

Simq > my alors d1 < dj : c’est logique.

Remarque. Si on avait choisi un point A n’importe ou entre m; et my, on arrive-
rait au méme résultat. En effet,

— R . —_— -

Mt — AM, A B+ AOAR + AMy A Py
— AOAND, +OM, AP, + AOAR+ AOA B, + OMs A By
— AO A (B, + R+ B) +OM; A B + OM; A By

—

=0
—
t
= Mg,

finalement la méme condition.

III. Systémes isolés

Un systeme est dit isolé si les sommes des forces extérieures et de leurs moments
sont nulles. Dans ce cas,

dP =g =
P — B=ct
d

L o

dd—tO:O - LO:(;ZZ

Par contre, I’énergie n’est pas conservée parce qu’il peut y avoir des forces internes
qui travaillent.

Exemple (Tabouret tournant). Considérons I’exemple du tabouret tournant.

| @
S~
)\R
e;
A O &) .
ml r r m r
Pr=mg h =mg

(vue de dessus)

= <OM1 +OM2> /\m§ = 6,
5

Le mouvement se fait dans un plan horizontal :

Le moment par rapport a O est

E—— — —_— —
OMi NPy +0OMy AP,
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donc le moment cinétique par rapport a O est conservé. Mais

Lo ()—]\/11>/\mz71+()—2\/12>/\mz72
eo N (mr¢@p) + (—18) A (—mrdép)

.
2mrlp e,

soit, avec ¢ = w,
Lo = 2mr*we, .

Comme dﬁ = 0, on en déduit

dt

rZaJ = cte.

Ainsi, si l’on diminue le rayon, w augmente :

(0%)) _T%
wy 13

C’est grace a cet effet que les patineurs font des pirouettes a tres grandes vitesses
de rotation.

Remarque. La quantité de mouvement et le moment cinétique sont conservés si
on passe de r1 a rp, mais pas l'énergie cinétique. En effet,

dP - dlo

P=m(@ +7)=0

Par contre, I’énergie cinétique est donnée par

1 1
E= Emv% + Emv% = mv* = mr*w?
donc 2.2 2 4 2
B _mrw, _nmrn_n
T 2w 2 AT 2
Ei  mriwy riry 15

Pour rapprocher les masses, il faut leur appliquer des forces qui travaillent.

Définition (Systeme partiellement isolé). Un systéme est dit partiellement isolé
selon une direction i si

=1 — % —
=0 et MJ-i=0.

Dans ce cas, seules les composantes suivant i sont conservées :
P-ii =cte et Lp-i = cte.

Exemple (Voiture a boulet). Si le boulet roule le long de la pente, que se passe-t-
il?
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AR
)
l

Pgvy ﬁB = mMp g
U Uy g
ﬁvl Z.
0) 0) M i
&y ey

Les forces extérieures sont toutes verticales. Ainsi,

.8, =0 = mpUpy + Myvy, = cte.

Si au départ les deux sont au repos, on a donc

mMpUB y + myvy, =0

ou encore
mp
Ovy = —UBx —— -
my
Si I’'on néglige les frottements, il n’y a pas de forces non conservatives qui tra-

vaillent, et ’énergie mécanique doit étre conservée :
L - 1 2
E=Kg+Ky+Vg+ W= EvaB + EmVUV + mpgz + 0 = cte.

2 _ N 17 2 1 2 1 2 _ .
Au départ, E = mpgh etal'arrivée E = 5mpvg, + 5my0vy, (v = |vpy| car le rail

est horizontal en sortie), donc

1T, 1 5, m
SMVOV + 5BV m_ZB = mggh
- 1+ — ) = h
2mvvvx +mB mBg
mp
v%,x:2gh g
my <1+m_]3>
soit

0 —2eh— 1
vV — g X(1+X)

my : .
avec x = —. Il y a trois cas limites :
mg
— simy > mg, alors vy — 0;

— si mpg > my, alors vy —> +00;

— simy = mp, alors vy = vp = \/gh.

IV. Centre de masse

Définition (Centre de masse). Le centre de masse (aussi appelé centre de gravité
ou centre d’inertie) est le barycentre des points M; affectés des masses m;. On le
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note G, et il vérifie

(£n) o6 =L

que 'on écrit souvent

M@:Zmim

avec M =) ;m;.

Proposition. La définition de G est indépendante du point O.

Démonstration. On a simplement
Zmi O/Mi = 2 m; ((W) + 02\711)
i i
= ZMZ% + ZmZOMZ
i i

— —
~ MO'O+MOC = MOC.

Définition alternative (Centre de masse).

Zmlmzﬁ
i

Démonstration. En appliquant la définition
M (ﬁ = Z m; OE\_/]l
i

a O = G, on passe de la premiere définition a la deuxieme.

Et pour passer de la deuxieme a la premiere, il suffit de remplacer GM, par Cﬁ +
ONL dans Zi m; GQ\_/L = 6

Cette définition a I'avantage de ne pas faire intervenir un point O annexe, et elle
permet de deviner ou se situe G dans des cas simples.

Exemples. On a les trois cas simples suivants.

. m e oM
mo o~ _-"m m m N
~ e AN
A T, » G
7
| G , \\
[ m « o M
I
|
°
m

Proposition. La quantité de mouvement totale vérifie

M3 = D.

Démonstration. On a

M%:Mgz—d

dt_HﬂM5®
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d N -
=4 (ZmiOMl) = Zmivi =P.
1 1

Théoréme (Théoreme du centre de masse). Soient 4 'accélération du centre de
masse et F&t la somme des forces extérieures, on a alors

Mig = Fo*.
Preuve. On a simplement
d d - =
Mig = — (Mdg) = — P = F*.
ac = 3 M3g) = ¢

En d’autres termes, le centre de masse d"un systéme de points matériels se com-
porte comme un point matériel de masse M = ) ; m; subissant toutes les forces
extérieures qui s’appliquent au systéeme. C’est cette propriété qui justifie de trai-
ter de nombreux problémes faisant intervenir des objets de taille non négligeable
comme des points matériels.

1. Référentiel du centre de masse

Le référentiel du centre de masse, noté R*, est le référentiel qui, a I'instant ¢, est
en translation par rapport au référentiel du laboratoire a la vitesse 7.

L’'intérét de ce référentiel est que de nombreuses lois prennent une forme plus
simple dans ce référentiel.

Proposition. Dans le référentiel du centre de masse, les vitesses 77;“ satisfont
Z m; 77? =
i

Preuve. D’apres les formules de changement de référentiel,
— — —x
U =0g+7;
— — —k
L miGi =} miTc+ ) m;
i i i
Zmiz_)} = M@’G—I—Zmiﬁ;",
i =

—

— =P

—

=P

donc

Zmlﬁl* = 6
i

La somme des quantités de mouvement par rapport au centre de masse est nulle.

V. Probleme a deux corps

On s’intéresse a deux points matériels de masse m; et m, n’étant soumis qu’aux
forces internes F;_ et F,_.1. Comme F&' = (), le centre de masse G satisfait
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Il est donc en translation uniforme par rapport au référentiel du laboratoire.

Définitions (Positions du centre de masse et relative). Plutdt que d’utiliser 7 et
75 pour décrire le mouvement, cela suggere de faire un changement de variables,
et de remplacer 7} et 7, par

R = position du centre de masse,

=L
I

71 —7p = position relative.
Par définition du centre de masse, on a bien s{r

= . _ = myT+mpt
MR =m? +my?p — R=—n—-=
my + mo

Les équations du mouvement pour 7; et 7, sont données par
mirty =F1 et myfy=F_.

On en déduit aisément les équations du mouvement pour R et 7. Pour R, on a sim-
plement

MR=F 1 +F ,,=0.

On retrouve le fait que g = 0. Pour 7, on a

530003 3 1 - 1 =
r:rl_rzzm_FZ%I_m_Flﬁz
1

1 1) =
(- + —> Fy 1

=
I

mp My
5 My +myz
7= 15N
minip
mimy 5 =
—— 1 =1I7 4
my + my
mqmy

Définition (Masse réduite). La quantité a la dimension d’une masse.

my + my
On l'appelle masse réduite.

La position relative est donc régie par I’équation

]’l r = FZ—)]_ 7
avec F,_,1 / 7: c’est un mouvement a force centrale.

Exemple (Gravitation). Dans le cas de la gravitation, la position relative 7 se re-
trouve directement dans la force :

|~

- C
Fr_y= 2

=i
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Avec O une origine arbitraire, R = % (mq 71+ my7p) et M = mq + mo.

Remarque. Le mouvement se ramene a celui de deux particules effectives indé-
pendantes :

— une de masse M = my + my, le centre de masse;

. PR 1 1 1
— un m ivérifie -+ = — + —.
une de masse y qui vé € = Tm
La solution en termes des inconnues initiales 7, et 7, s’obtient en inversant les

relations donnant R et 7 :

{(m1+m2)ﬁ:m171+m272 :{(mlerz)ﬁerz? = (my +mp) 7

F=7—" (m+m) R—m 7 = (m+m)fp

soit finalement

— = m —
el —R4+ 2 7
my + mp
— = m —».
7 —R- "L 7
my + mp

Exemple (Mouvement des planétes autour du Soleil). Dans le calcul fait pré-
cédemment, nous avons supposé que le Soleil était immobile, et nous avons
décrit le mouvement d’une planéte comme celui d’un point matériel de masse
mp. Une description plus correcte doit inclure le mouvement du Soleil, et doit
prendre en compte le fait qu'il est influencé par la planéte.

La masse réduite est donnée par

mpiig mp
U= = mp—ml’ s1 mp K mg.
mp+ms 14 T8
mg

, . , mp R : .
L’erreur commise est d’ordre —, donc tres petite puisque mp < ms.
ms

Dans la solution générale du probleme a deux corps, si on décrit le Soleil par
(mgy,7>) et la planete par (m1,71), on obtient

— = m — = —
71:R+—2r:R+r
my + my
— = m — =
fp=R———1 7~R

my + my

R décrit a peu pres la position du Soleil, et 7 la position par rapport au Soleil.

VI. Collisions

Si la force d’interaction est parfaitement connue, comme dans le cas de la gravi-
tation, on peut calculer exactement les trajectoires. Si, lorsque les deux objets sont

87



tres loin 1'un de l'autre, leur trajectoire relative est simplement donnée par des
droites, cela veut dire que la trajectoire relative est une hyperbole (e > 1). On peut
en déduire exactement les positions 7 et 7.

Mais dans beaucoup de circonstances, la nature des interactions n’est pas connue
en détail. Est-ce qu’on doit en déduire qu’on ne peut rien dire sur les vitesses apres
que les objets sont passés a proximité 'un de 1’autre, voire ont été en contact? Non.
Les lois de conservation permettent d’obtenir des renseignements intéressants.

La conservation de la quantité de mouvement nous donne :

my Ui + myp Upi = my Uyg + Mo Upg.

On peut se placer dans le référentiel o1 le point matériel 2 est au repos, ou, de fagon
équivalente, supposer que vp; = 0:

my Uy = my Vip +mp . (1)

Cette équation implique que ces trois vitesses sont coplanaires.
initial final
4 \ 91

— > e - ————— - PR
Mmoo gy, ) ~6,

m\z\z_)}f
1. Choc élastique

Définition (Choc élastique). On dit qu'un choc est élastique si, en plus de la
quantité de mouvement, I'énergie cinétique est conservée :

1 2 1 2 1 2
Emlvli = Emlvlf + Emzvzf o (2)

En prenant en compte le fait que le mouvement est plan, on a au total trois
équations pour quatre inconnues : vy, vy, 61 et 6. Donc on ne peut pas résoudre
complétement le probléme sans informations supplémentaires, mais on peut quand
méme obtenir des résultats généraux intéressants. L'équation (1) donne

{ Mmivy; = Mq015C0OS 01 + Movos cos 0

0 = mi101¢ sin 91 — M0y sin 92

{ mq101; — M101§COS 91 = MUy COS 92
mi0q¢ sin 91 = MmMpUy¢ sin 92 ’

et, en prenant la somme des carrés des deux membres, on a

2
m
2 2 _ My 2
v1; + V1 — 2015015 COS 0 = —5 5.
1
L’équation (2) peut se réécrire
2 My o 2
2f —— = U1 — U1fs
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d’ou

mz\ 2 ma\ o
(1 — m_1> vy + (1 + m_1> vy — 201501, €08 61 = 0

. _ Uif
soit, en posant x = —,
01
m m
(1+—2> x% — 2xcos 0y + (1— —2> =0.
mq mq

C’est une équation du second degré en x dont le discriminant est
2
m
A:4<c05291—1—|——§> .
y
On distingue d’abord deux cas généraux, puis deux cas particuliers.

— Simy > my, alors A est toujours positif. La solution positive est donnée par

2
0 m m
U1 mp+mp m?
2
— Simy < my, alors A > 0sicos?f; > 1— —3, et la solution est positive si
m
1
cost; >0:
7T . mo
01 < O1max < = avec SiNfjmax = —.
2 my

Cas particuliers.

1. Si mqy = my, alors on a

-2

{vh = 01t + Uy = 07} = U3 + U5 + 2015 - U
_ .2 2
U1 = Vg T U

donc
— T =0: échange des vitesses;
— Ty =0: pas de choc;
— 61 +6, = %

2. Collision unidimensionnelle :

1y mo
Ulix = U1fx T —— U2fx Ulix — O1fx = —— U2fx
mq myq
2 =2 122 i 2 2 =Moo
lix 1f x my 2f x lix 1f x my 2f x

Premiére solution : v1j, = v1fy et vp¢, = 0. IIn’y a pas eu de choc.
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Deuxiéme solution :

2 2 _mz 5
Uiy — U5y = (O1ix + V1fx) (V1ix — V1£x) = o (T
- U1ix + 01 _mZUz —ml = Uog
ix T Ulfx = 77 Uof = Uofx -
my S Moy
Ainsi,

my
2015 = (1 + m—1> Uy,

m m 2m
o = (1= = (1 T2) 2,
miq my/ my + mp

et

donc finalement

21’}11 t miq — mp
0 = —— U1j et v = ——— D1ix -
2f x 1y + 1y ix 1fx my + my ix

Il y a trois cas limites.

— Simy = my, alors vy, = 0 et vy, = v1j,. C’est un simple échange des
vitesses.

— Si mp < my, alors vi¢, = —01;y €t v, = 0. C’est un rebond sur une
masse infinie.

— Simy > my, alors vig, = v1ix et Uy, = 2015, : la particule incidente
continue a la méme vitesse, la particule légere continue a deux fois la
vitesse. C’est logique, dans le référentiel de la particule m4, la particule
my rebondit :

vitesse initiale : v}, . = —01iy,
vitesse finale : v}, = vy .

2. Choc inélastique

Définition (Choc inélastique). Lorsque 1'énergie cinétique n’est pas conservée,
on parle de choc inélastique. De 1'énergie est dissipée sous forme de chaleur.

En particulier, on parle de choc mou lorsque les deux points matériels restent ac-
crochés apres le choc : U3¢ = ¢ = V. La conservation de la quantité de mouvement
implique

= = = nq .
mioy; = (m +my)V — |V =—"-0.
my + 1y

Remarque. V est la vitesse du centre de masse, puisque la quantité de mouve-
ment totale est donnée par (m; + my) V.

Au cours d'un tel choc, I'énergie cinétique diminue. En effet, on a



Cette énergie s’est transformée en chaleur lors du choc.

Complément (Systéme de masse variable). Un probléme apparenté est celui ou un systéme
expulse de la masse. Le cas typique est celui d'une fusée qui expulse du gaz a une vitesse
il = —ué,. La quantité de mouvement a un instant f est donnée par

pt) = m(t) v(t),
et un petit instant ¢ plus tard, elle devient
p(t + 6t) = (m + dm) (7 + 87) — dm (7 + i) ,

ou
— m + Om est la masse de la fusée a l'instant t + &t (6m < 0);
— U+ 87 est la vitesse de la fusée a l'instant t + &t ;
— —0m correspond a la masse de gaz éjectée;
— U+l est la vitesse du gaz éjecté.

La différence de ces deux quantités de mouvement est

plt+0t) — p(t) xdmT+mdv —dmv — dm i
=md7 — il dm,
d'on I'on tire 5t -+ 56) — B0 - ;
p —pe)_ 00 oM
5t LT T
qui correspond, pour dt trés petit, a

& _ 0 di
dt  dt dt

dﬁ_"ext_ = .
OF,E—F —mg .
37
dt

Si I'on projette suivant z vertical ascendant, il vient

=mg+mii.

m do _ m i
ar — "¢
- = I . i} do .
car § et il sont orientés vers le bas. La condition de décollage T 0 impose
—mg —mu >0
—mu > mg
|rit|u > mg .
—~—
poids
L'équation peut se réécrire
UM .
a - ST m"
d'ou, si v(0) =0,
m(0)
o(t) =In —= u — ¢t,
(=In =3

ou |'on a supposé que la vitesse d'éjection u est constante.
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Solides indéformables

« Parce qu’il est plus facile de construire
des pyramides que des sphéres. Parce
que le vent produit les dunes en forme
de pyramides et non de parthénon. »

— Umberto Eco

I. Introduction

Un solide indéformable peut étre vu comme un ensemble de points matériels
dont les distances relatives restent fixes au cours du temps.

La position d'un solide peut étre repérée par six parametres, par exemple les
trois coordonnées d'un point et trois angles qui reperent les positions de trois vec-
teurs orthonormés formant un repére lié au solide (par exemple les angles d’Euler,
que nous introduirons un peu plus tard).

Or, nous avons vu qu'un systeme de points matériels satisfait les deux équations

— Pext et — Mext .
dt dt ©
Ce sont des équations vectorielles, donc effectivement six équations, autant que de
parametres pour fixer la position, et donc le probleme est bien posé. Ot se cache la
difficulté ? Dans la traduction de ces équations en équations différentielles pour les
variables choisies pour décrire le systeme.

. d = . % — —
Pour I’'équation a F®, c’est simple. Nous avons vu que P = Mg, ot1 g

est la vitesse du centre de masse, et donc si 1’on choisit les coordonnées du centre
de masse x¢, yg, zc comme trois des variables, elles sont régies par les équations

mig = FY, mijg = Fye"t et mig=F>.

C’est le moment cinétique qui pose probleme. En effet, alors que P est simple-
ment relié a la vitesse d"un point, le moment cinétique n’est pas en général propor-
tionnel a la vitesse de rotation instantanée .

Par ailleurs, les forces peuvent s’appliquer a différents points d’un solide, et il
peut étre avantageux d’utiliser le théoréme du moment cinétique en d’autres points

. o N dL -
que l'origine du repere, ce qui exige une généralisation du théoréme d_to = M3
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A ce sujet, notons que le poids d"un solide peut étre considéré comme s’appli-
quant au centre de masse. En effet, si le solide est considéré comme une collection
de masses m; aux points M;, le moment du poids en O est défini par

JWO:ZM/\mig
:Z(ﬁ/\mingZcﬂ/\mig
2(%/\ (Zml>§+ (Zmﬁﬂ) NG,

i i

- N
N —~

=M -3

soit

./\—/I>OZO%/\M§.

Par ailleurs, le centre de masse pour un solide est en principe défini par une
intégrale

0C =Y mOM;, —» 7c= /d%(m,
i
ol p(7) est la densité volumique au point 7.

En pratique, on s’intéressera a des solides homogenes, et le centre de masse peut
se déduire de simples considérations de symétrie (centre pour une spheére, un cube,
un cylindre, un parallélépipede, etc.).

II. Cinématique

Commengons par nous familiariser avec la description du mouvement d"un so-
lide. Comme vu précédemment, un solide définit un référentiel, et son mouvement
est décrit par deux vecteurs :

— la vitesse d"un point, par exemple A;
— une vitesse de rotation @.

Pour un point M immobile par rapport au solide, 7, = 0, eton a

—
Uy =04 +0NAM.

C’est la relation fondamentale entre les vitesses de deux points d'un solide, vraie
pour toute paire de points.

De méme, toujours en supposant que M est immobile, 7}, = 0 et @}, = 0, d’ou

. — —
a‘M:Zz‘A+cD/\AM+c?;/\(cD/\AM).

Il est commode de distinguer quatre types de mouvement d’un solide suivant
les valeurs de 74 et .

1.w=0 e T4=0 =— Ty=0 VM : le solide est au repos.
2.0=0 et Tu 7&6 — UM =04 VM :lesolide est en translation.
= —
3040 et T4 @=0 = Oy &=04 @+ (GAAM) @ =0 VYM:
| ——
=0

tous les points ont une vitesse perpendiculaire a . Le solide est en rotation
autour d’un axe parallele a @.
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4.0 #0 et T40-0 #0 = Ty -& = 4-@ VM : tous les points
ont la méme vitesse projetée sur @. Il s’agit donc d’'un mouvement hélicoidal
(composition d"une rotation d’axe & et d’une translation parallele a @).

Proposition (Axe instantané de rotation). Si @ # 0, il existe une droite et une

seule sur laquelle tous les points ont la méme vitesse parallele a . Cette droite
est appelée axe instantané de rotation.

Preuve. Cherchons un point C tel que ¢ / @, ou encore & A 7c = 0. Or,

I
ol

ONTec=WONTa+ w/\(w/\@)
(wzﬁ)w wzlﬁﬂ

implique que
c?;/\ﬁAJr(ﬁR)c?;—wzzﬁ:ﬁ.

Une solution de cette équation est donnée par

R w/\vA

Eneffet,c?)-zﬁ :O,etd’)/\ﬁA—wzzﬁ = 0.
De plus, si D appartient a la droite définie par C et @, on a

Bp=c+ @ACD =3
D C C
=0 puisque CDI@

Enfin, pour un point E qui n’est pas sur la droite, @ A CE # 0etw A CE L &
donc U n’est pas parallele a .

La nature du mouvement (rotation simple ou mouvement hélicoidal) se déduit

@
simplement de cette formule. En effet, si R = 2 A , alors
Uc A+ oA R

=04+ L WON(WONTL)
— VA (U2 A
C Bpt s (@ BA) B — 27
— VA (U2 A (U2 A
et donc finalement .
Uc = — (W-Ty)@.
C (,()2 ( A)

— Siw-04 =0, c = 0. Les points sur 'axe instantané de rotation ont une
vitesse nulle. Le mouvement est donc un mouvement de rotation.

— Si@- T4 # 0,Uc est parallele a @. Les points sur I’axe instantané de rotation
sont animés d’un mouvement de translation parallele a . C’est donc un
mouvement hélicoidal.

Dans tous les cas, 1’axe instantané de rotation est I'axe qui passe par C et qui est
parallele a @.

a. La relation 4 A (b A E’) =@-0)b— (ﬁ : b) ¢ se démontre aisément en passant en coordon-
nées cartésiennes.
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1. Solides en contact

Considérons un solide S en contact avec un autre, supposé immobile, et sup-
posons que le contact soit réduit a un point A, et que les plans tangents des deux
solides soient confondus en ce point.

W) et U4 sont dans le plan tangent,
mais pas nécessairement colinéaires.

Le mouvement du solide S est caractérisé par deux vecteurs, 74 (la vitesse du
point A de S par rapport a I'autre solide), et le vecteur .

Comme les solides sont indéformables, 74 doit étre dans le plan tangent. Par
contre, & peut avoir des composantes paralleles et perpendiculaires au plan tan-
gent:

=W, +ay.

Définitions. 74 est appelée vitesse de glissement, &, est appelée vitesse de rou-
lement, et @0 | est appelée vitesse de pivotement.

D’apreés les propriétés générales, on a :
— Sid4-@ =0 (04 L @), ’est une rotation.
WONTp
W2

— SiGaAND =0(T4 I @), le point C défini par zﬁ = = 0 est confondu

avec A et A est sur l'axe instantané de rotation.

Cas particulier. Si 74 = 0il ny a pas de glissement, et le mouvement est un pur
mouvement de rotation puisque @ - 74 = 0. On dit qu’il s’agit d'un roulement
sans glissement.

Résumé.
— Ty // @ :1'axe instantané de rotation passe par A.
— ¥4 L @ : mouvement de rotation.

— T4 = 0:roulement sans glissement, rotation d’axe passant par A.

Exemple. On considéere une bille de rayon r qui roule sans glisser a l'intérieur
d’une sphere de rayon R. Que peut-on dire sur @ ?

O

A
v

— Roulement sans glissement donc 74 = 0.
— Pour tout point de la bille,

AM = @ A AM.

— —

M =704+ @A

N
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— Le centre de la bille a donc pour vitesse

—

C:d’)/\zﬁ

avec zﬁ = —1¢,.

— Posons & = w; € + wg €y + wy €p. Alors on a

@ NAC = —1 (w0, 8+ Wy By + Wy ) A
—Twe g N\ € — 1wy €p N €

= rwy €y — rwy €y .

— Or, le centre est a la distance R — r de l'origine. D’apres les formules en
coordonnées sphériques, on a donc

T=(R—-1) 08+ (R—r)¢sinbé,.

— En comparant ces deux expressions, on en déduit

' R—r . .
{rw9=(R—r)cpsin9 <ot we = p $psinf
—rwy = (R—r)0 ’ W, :_R—T’g

r

La vitesse de pivotement w, n’est pas fixée par la condition de roulement sans
glissement.

2. Mouvement plan sur plan

On parle de mouvement plan sur plan lorsque, a tout instant, les vitesses de
tous les points du solide sont paralleles a un plan fixe I du référentiel fixe. De
fagon équivalente, un tel mouvement est caractérisé par le fait qu'une surface plane
X du solide reste en permanence dans un plan I1.

Propriétés.

1. @ est normal au plan I1.

— —
En effet, U); — T4 = @ A AM doit étre parallele a IT pour tout vecteur AM,
donc perpendiculaire a la normale a I], ce qui sera le cas si @ L I1.

2. Le mouvement est soit une translation, soit une rotation.

—

En effet, @ - 74 = 0. Ainsi, soit @ = 0 (translation), soit @& # 0 mais @ - T4 =
0, et ’est une rotation.

3. Si le mouvement est une rotation, il y a un centre instantané de rotation I
dans X défini par

W ATy

%
Al ==

1l satisfait 7; = 0.
Exemples.

1. Considérons une barre qui glisse contre un mur en restant dans un plan
vertical. Ou est le centre instantané de rotation, et quelle est sa trajectoire
pendant la chute?
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Comme la barre reste dans un plan vertical, c’est un mouvement plan sur
plan, et & = we..

Le centre instantané de rotation [ vérifie

—  WAT
Al = ZA et Iﬁ: 5
w w

%
b5/ 8 = BlIg,
I est donc a l'intersection de la perpendiculaire au mur en A et de la per-
pendiculaire au sol en B. C’est donc le point qui complete un rectangle avec

AOB. On en déduit que OI = AB = /. I décrit un quart de cercle de centre
O et de rayon /.

. Considérons un cylindre qui roule sans glisser. Ot est le centre instantané
de rotation? Que valent les vitesses aux points A, B, Cet D?

Yy W=we;

N\

O

A x
b4
Comme il s’agit d’un roulement sans glissement, 74 = 0 et A est donc le
centre instantané de rotation.

—

Ey\

—

A

Les autres vitesses sont données par

G5 = G AAB = 26c = —2Rw?,y,
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o=@ AAD =@ AAC + @ ACD

3. Considérons une barre qui tourne autour de son centre C dans un plan xy.
Le centre C est animé d’une vitesse v dans la direction x. Ou est le centre
instantané de rotation?

soit finalement

ITI. Théorémes relatifs au moment cinétique et a I’éner-
gie cinétique

Dans cette section, nous allons établir quelques théoremes généraux relatifs au
moment cinétique en un point quelconque et a sa dérivée.

7 Y TP
Pour un point matériel, nous avons vu que Ly = AM A m U satisfait
[y=To+AOAmT.

Pour un ensemble de points, on définit de méme

ZA :ZM/\WI{@,
i

etl'ona
EA :Z(B—l—(m)/\miﬁi
i
:ZOWi/\miﬁiJrZz@/\miﬁi
i i
:Eo—i—zﬁ/\Zmiﬁi,
.
:Mﬁc
soit
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Théoréeme (Théoreme du transfert).

zAzzo—l—B/\MZ_fG.

Comme nous le verrons, il est souvent utile de considérer le moment cinétique
au centre masse G.

Proposition.
Lc=L¢

ou L est le moment cinétique dans le référentiel du centre de masse.

Preuve. On a simplement

Lg

I
g

CWi/\miz_fi
i

i\ m; (’(_));[< —i—ﬁc)

RS
2 2l

,-/\miﬁf—i—ZCﬂ/\miﬁc
i

—_ H —
= LE + (Z m; GM1> NOG,
i
—_——
=0
et donc finalement on a bien
Lc=Lg.

Théoreme 1 (1°" théoreme de Konig). On a

Lp=T1%+AGAMic.

Preuve. C’est une conséquence directe de Ly = Lo + AG A m U; appliquéa O =
G, etdeLg = Eg.

Théoreme 2 (2° théoreme de Konig). On a

1 2
K:K*+§MUG,

ou K désigne I'énergie cinétique.

Preuve. L'énergie cinétique totale est définie par
K=1 7
=5 ZZml 7.
Dans le référentiel du centre de masse, on a 7; = U} + U, d’ol1
1 o N2
K = E Zmi (Ui —|—UG)
1

1 —x =% = —
=5 Zmi (vi2+2vi -UG—H%)
1
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= % Zmlﬁfz—l—Zmlﬁf -5@-1—% Zmi Y_J%

i i i
—_———  ~—— ~——

=K* ] =M
_ K* 1M 2
= -+ E UG .
Théoréme (Théoréme du moment cinétique par rapport a un point quelconque).
On a
dl, — H .
—A — M~ T4 AMT;.
dt
Complément (Preuve). Nous avons démontré que si O est un point fixe, le moment cinétique
total par rapport a O satisfait I'équation
dzo . _>ext
= = MEGE.
En utilisant le théoréme du transfert, on en déduit que pour un point A quelconque, on a :
dL, d
= L A
O dt(o#—%/\MZ)g)
dL d
=94 (@) AM ¢ + AO A Mic ,
dt dt ~——
\17/ H/_‘—/ — Pext
=Mgt =—0Ux
soit .
dL — =
d—tA = ngt+zﬁAPext—z7AAMﬁc.
Mais
Mt + A A Fort = Z(W A Bt 4 ZB A Eext
_ Zm A Fext Mext
Conséquences.
dls — , . -
1. d_tG = ME* puisque G5 AmTg =0;
dzA ext PR e ’ Z N P . .
2. T = M5 si T4 = 0 (c'est le théoreme général en un point fixe);
dL, L
3. th /\/le"t sidy /I Bc.

Le théoreme du moment cinétique prend une forme particulierement simple en
un point fixe du solide ou au centre de masse.

Résumé. .
dLa

H
F:Mff‘ si A=G,Afixeoudy / ;.

Enfin, les théoremes relatifs a I’énergie d"un point matériel s’étendent directe-
ment au cas des solides.
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Théoreme (Théorémes de l'énergie pour un solide).

— La variation de l'énergie cinétique est égale au travail des forces exté-
rieures.

— S’iln’y a que des forces conservatives qui travaillent, I'énergie mécanique
est conservée.

Remarques.

— Le travail des forces fait intervenir la vitesse au point d’application.

— L’énergie potentielle du poids est donnée par Mgz, ol z¢ est la coordon-
née verticale du centre de masse.

— Dans un solide, les forces intérieures ne travaillent pas parce que la puis-
sance des forces entre deux points i et j est nulle. En effet, cette puissance
est donnée par

Fij 054 i - 0 = Fij - (05— 3) = Fyyj - (@ A MiM)) = 0,

car, d’apres la forme forte de la 3éme loi de Newton, l?i_>j est parallele a

M;M j» donc perpendiculaire a & A M; M j- Ce n’est bien stir pas vrai pour
un ensemble quelconque de points matériels.

IV. Calcul du moment cinétique

Dans un solide considéré comme un ensemble de points matériels de masses m;,

la vitesse de chaque point matériel i est donnée par

5i:5A+JJAA2\7ii,

ol A est un point du solide et & la vitesse instantanée de rotation. Ainsi, le moment
cinétique en A peut s’exprimer uniquement a 1’aide de 74 et @ :

EA :ZMAmiﬁi,
i

que 'on peut développer :

EA=ZmimA(5A+@Am>
= <Zmim>/\5A+Zmi Imz/\<a}/\M) /

J/

— —AM2&— & ,
NG —AM? &~ (AM, &) AM,
soit . . .
La=MAGAGs+ Y mi (AM? & — (AM;- &) AM)) .
i
1. Cas particulier : point fixe ou centre de masse

Si A = G, ousi A est fixe (34 = 0), ona

EA = Zm,- <m2@— (AIVfl GJ'> A]Vfl) .

Plagons-nous dans un repere cartésien (A, ey, €, €;), et appelons (x;, y;, z;) les co-

ordonnées du point M;, alors

AMP = 32 + 2 + 22
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et

=l

it W = X;Wy + Yiwy + Zjw;

car
wx xl
W= wy et AM; = [ y;
wz ZZ

La composante suivant éx du vecteur mz o — <m . GJ) m est donnée par
(xiz + 2+ z?) wy — (Xiwy + Yiwy + ziw;) x; .
Le terme x?w, se simplifie, et il reste
(y? + 212) Wy — XYWy — X;ZjWy .

Des formules équivalentes sont aisément établies pour les composantes suivant ¢,
ete,, d’ ol
B (y? + 22) wx — xiy; wy — Xiz; W2
La=) mi| —xyiwe+ (32 +22) wy —yiziw; |,
i —X;zj Wy — Yizi wy + (X7 +y?) w;

que l'on peut écrire de fagon plus compacte a I’aide d’une matrice 3 x 3 :

2., .2
. yi +z; ;xiyiz —X;Zz; Wy
Lp= Zmi —xiy; X7+ 2z ;yiziz wy |,
: —Xizi  —VYizi Xi+Vy; w;
que l'on réécrit simplement
LA = TA @

avec 15, la matrice d’inertie ! au point A :
Zmi (yzz + Zzz) - Zmixiyi - Zmixizi
Ty = - Z MiX;Yi Zmil@% + Zf) - imiyizi
- zzmixizi - ZZ; m;yiz; Zi;m,-l<x§ + .%2)

Cette matrice dépend de 'orientation du triedre &y, €, €; choisi pour exprimer
les coordonnées x;, y;, z; et wy, wy, w;.

Comme elle est symétrique, il doit exister > un triedre (¢, &, €;) dans lequel cette
matrice prend une forme diagonale :

_ L 0 0
In=10 L O
0 0 I

Si l'on désigne par (w1, wo, w3) les composantes de @& dans cette base, on a le
résultat fondamental suivant :

Ly =Lwié] + hwyer + Izwses.

Les vecteurs ¢, €, et €3 définissent les axes principaux du tenseur d’inertie au
point A. Les éléments diagonaux I, I et I3 sont appelés les moments principaux
d’inertie.

1. On parle aussi parfois de tenseur d’inertie.
2. Voir cours d’algebre.
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Remarques.
1. Les vecteurs principaux et les moments principaux dépendent du point A.
2. (A, €, ,,¢3) est appelé un repeére d’inertie.
3. En général, [ 4 n’est pas parallele & &, sauf dans les cas suivants :
— g?) est parallele a un vecteur principal d’inertie, par exemple ¢, alors
La=ho;
— deux moments d’inertie sont égaux, parﬁexemple L =1 =1etwest
dans le plan engendré par (€}, €,), alors Ly = [ @;

— tous les moments d’inertie sont égaux : I = I = I3 = I, alors L A=
I & pour tout @.

2. Cas général

Si A # G, etsi An’est pas fixe, on a

EA:ME/\”(_)'A—{—?AJJ.

C’est la formule fondamentale qui permet d’exprimer le moment cinétique en un
point A du solide en fonction de 74 et de &. En pratique, on essaiera de se placer
en un point fixe ou au centre de masse.

Le calcul du tenseur d’inertie en un point est compliqué car il faut remplacer les
sommes par des intégrales :

Y omi (5 +yi) — / drp@ (2 +37) et Y mpxiy; — / d7 p(Pxy,

ot p(7) est la masse volumique du solide au point 7. Par ailleurs, la diagonalisation
n’est pas simple.

En pratique, on peut s’en sortir simplement a ’aide de quelques résultats faciles
a démontrer.

3. Moment d’inertie par rapport a un axe

Définition. Le moment d’inertie par rapport a un axe A est défini par

IA = Zmldzz
i

ou d; est la distance de la masse m; a I’axe A

Proposition. Si A est un point fixe, ou si A est le centre de masse,

2

LA-(D:IA(,U

ol A est l’axe passant par A et parallele a @.

Preuve. Posons AMI- = zﬁ + P; Mi, ou P; est la projection de M; sur I'axe A.
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On a donc

Or, N N
La=Y m(AMZ@ — (AM;- &) AM,)
1
et )
La-=Ym (AM2? - (AW, -)')
1
mais
AM? = AP? + &
et
(M-d’))zz (zﬁ-d})zzzﬁzwz car PiWiJ_d’) et zﬁ//d’),
d’ou

4. Théoréme de Huygens-Steiner

Théoreme (Théoréme de Huygens-Steiner). Si A est I'axe paralléle a A passant
par G, alors

Ip = Ip, + Md?,

oul d est la distance entre A et Ag.

Complément (Preuve). Si A est un point fixe, on a :
L= Do (¢+ M) o - (3204 5o )
:zm (A8 127 -GH, + GM2) o2 (AC -3~ (W, )
~2(a¢-a) (GM; @)
o G — (G0 + Do [ (38 ]
S 2 (A2 - GH)o? -2(AC-3) (6M- )]

Le premier terme est égal a L - @, le deuxiéme terme est égal a Md?w? et le troisiéme terme
peut étre réécrit

(36 T )2 (45 (£ )

S——— S—

= -

=0 =0
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il est donc nul. Finalement,

et donc

5. Rotation autour d’un axe quelconque

Si A est un axe quelconque (et pas un axe principal d’inertie), le moment I, peut
se calculer a partir des moments principaux d’inertie. En effet, si & est parallele a
A, et si A est un point fixe sur A, on a:

IA(,UZ = EA(?) = (TA(T)> S@.
Dans la base o1 14 est diagonal, on a en particulier

Lyw?* = (hw & + hwy & + 3wz &) - (w1 €1 + wy s + w3 3)
= Lw? + Lws + w3
et donc finalement
LW} 4 bws + w}
TraR T

IA

ou encore, en posant & = wil avec ||if||> =1,

Iy = Lu? + Lu3 + 3.

Dans cette expression, 11, uy et uz sont les composantes d'un vecteur unitaire pa-
rallele a A dans la base &, &, & ot I 4 est diagonal.

6. Symétries

Pour les solides ayant des symétries, les axes principaux sont déterminés par les
symétries. C’est particulierement utile au point G, ou les symétries fixent le plus
souvent tous les axes principaux.

Reégles de symétrie. Est axe principal d’'inertie en A tout axe passant par A et
satisfaisant 'une des propriétés suivantes :

— c’est un axe de symétrie, c’est-a-dire un axe tel qu'une rotation autour de
cet axe d’angle strictement inférieur a 27 laisse le volume occupé par I'objet
inchangé.

— il est perpendiculaire a un plan de symétrie passant par A, c’est-a-dire un
plan qui sépare 1'objet en deux parties qui sont des images miroirs 1'une de
'autre.
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Table des principaux moments d’inertie.

On suppose que les systemes sont homogenes.

3
(11 = %M (0*+c?)
//-__ _L_____Cl Igle<El2+b2)

ﬂ// b | \ 12
1

Parallélépipede rectangle plein

3 1 1
R =L =Iy=>MR>+ —MIL?
Plein : 1 4 12
Is = SMR®
L G R Y S G|
\ 2 Creux : Il —IZ—IA_ EMR +§ML
1 - —5_ =~y A 13 - MR2

Cylindre de révolution

S A
2
h Boule pleine: [; = I, = I = I = 5MR2

2
»’ 2 Spherecreuse: [} = I, = I3 = Iy = gMR2
1

Sphere

Exemple. Considérons un anneau homogene de masse M.

A€3

Z A

L'axe donné par €5 est un axe de symétrie. ¢ et &, (et tout vecteur dans le plan
(€1, €2)) sont perpendiculaires a un plan vertical passant par A. Par exemple, €}

est perpendiculaire au plan (4, é2), qui est un plan de symétrie. On a alors

I; = MR?

qui est évident car toute la masse est a la distance R. Quant a I; et I, ils ont la
méme valeur [ = L =1 =Y midlz. Pour la calculer, introduisons la densité
linéaire A et remplacons la somme par une intégrale en introduisant 1’angle 6.
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A0

La distance s’écrit d; devient d = R cos 0. La densité linéaire se calcule en utilisant
la masse :

27 M
ARdO = A=
/0 M = 2R
On a donc
27 27 M 1
1:/ ARd9R2c0s29:AR3/ cos?0dd = —— R37 = ~MR?,
0 0 27tR 2

et finalement

1
L=1I= EMRZ.

V. Energie cinétique
Comme Ty, = U4 + @0 A AM;, ona
1 _
= Ezmiv%\d
i
1 W 2
= Ezml (5A+CTJAA i
i

2 -\ 2
De plus, (ﬁ A b) = a’b*sin® a et (a b) = a*b* cos® a donc

(71'/\5)2+ (El’~ 5)2 = a?b? (sinztx + cos? zx> =’ = (Zi/\B)2 = 2% — <71’-E

Ainsi,
Zml <w/\M) Zml <m2w2 _ (J; : m)z)
i
1- . 1, = .
:ELA-w:Ew-IAw
Finalement,
1 . 1., =
Eczini—e—MvA (w/\ﬁ) Ew Ip@
Cas particuliers.
— Sig4 =0, alors
Ec= 1@ 14@ = 2 La?
C—Ew AW—EAW ,

ol A est I'axe parallele a & passant par A.
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— Si A = G, alors

1 ) 1_, = 4
ECZEMUG—i—Ew'le'

On retrouve le deuxieme théoreme de Kénig, K = imovZ + K*, ot l'on a
g 2MYg

K*=1& Tca.

Résumé (Moment cinétique et énergie cinétique).

Si A fixeou A =G
— Théoreme du moment cinétique :

diA __>ext
— = M.

— Moment cinétique :
Lp= TA @ = Lhwy €1 + hwy ey + Izws e;
avec Iy = I5_ + Md?, ou encore

i E’g+ﬁ/\Mﬁc,

qui est toujours vrai.

— Energie cinétique :
1., - 1. 5, . .
Ec = Ew Ly = EIAw si A est fixe
ou

I 1 1 .
Ec = —mvzc +=-@:-Lg = Emvé + EIAGwZ si A=G.

VI. Roulement sans glissement

Comme premiere application, nous allons étudier des exemples de roulement
sans glissement.

1. Cylindre sur plan incliné

Considérons un cylindre de rayon R et de masse M. Le moment d’inertie par
rapport a 'axe (G€,) est | = kMR? avec k = 3 si le cylindre est plein ou k = 1 s'il
est creux. Le point A est sur I’axe de contact entre le cylindre et le plan incliné, dans
le méme plan perpendiculaire a ’axe du cylindre que G. Quelle est la condition de
roulement sans glissement? Quelle est la vitesse a I’arrivée apres une descente de
h?
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Posons & = w ¢€,. Le mouvement est complétement déterminé si I’'on connait T(t)
et @(t). Or,

G = G4+ @A AG.
S’il y a roulement sans glissement, alors 74 = 0, ot A est le point sur I'axe instan-
tané de rotation dans le méme plan parallele a ¢y et &; que G, et

Le mouvement est donc totalement déterminé par w(t).

Comment trouver w(t)? Le plus simple est d’appliquer un théoréme qui ne fait
pas intervenir de forces inconnues. Or, les forces de réaction du plan incliné sur le
cylindre sont symétriques par rapport a A, et leurs moments se compensent puis-
qu’ils font intervenir les mémes forces avec des vecteurs AM opposés. Du coup,
seul le moment du poids va rester, et le plus simple est alors d’appliquer le théo-
réme du moment cinétique en A. Comme @4 = 0, il prend la forme

%:ﬂ?:féAﬁ:R@Aﬁ.

Calculons les angles utiles :

(f’,?x> = g —f0 — cos (13,?,() =sinf,

Ona N
MG = Re. A Mg (sinfé, — cosf &) = MRgsin6é, .

Par ailleurs, Iaxe (A, ¢;) est perpendiculaire a un plan de symétrie du cylindre. C’est
donc un axe principal d’inertie. Comme @ est parallele a cet axe, ona:

EA = IAAG} = IAAWE_I/-
Le théoréme du moment cinétique conduit donc a 1'équation :
Ip, &0 = MRgsin6.
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D’apreés le théoreme de Huygens-Steiner,

Ip, =+ MR* = (k+ 1) MR?

et donc .
. MRg sin 6
w=—"-,
(k+1) MR?
soit finalement
. g .
= —°——sinf.
w kDR sin
A partir de 1a, on peut tout calculer :
4 . 4 . sinf
¢ =wRey, — aG:wRex:gIc+1 X

Le principe fondamental s’écrit
Mids =P+ N+F.
La projection selon ¢, donne
Mig 2= P -2, +N-&,+F-&
Mgsin 6
k+1
1

Fx = —Mg51n9 <1 — k—|——1> .

= Mgsint + Fy

La projection de la force de frottement sur €y est négative, ce qui est normal car c’est
elle qui induit le mouvement de rotation. Sa norme est donnée par

La projection selon ¢, donne

0=P &+N = 0= Mgcosf+N:,

soit
N, = Mgcos@.

Cette force est bien orientée vers le haut, et sa norme est donnée par :

N = Mgcos0.

— Condition de roulement sans glissement : il faut que F < ysN :

Mgsin6 L < usMg cos 6

k+1
1
tan 6 < s <1+%) ,
soit
tan € < 2p;
si le cylindre est creux et
tan 0 < 3pus

sil est plein. Cette condition est moins stricte que celle d'un solide qui glisse
(tan 0 < pg du chapitre 4).
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donc

et ainsi

N

A l'arrivée,

o
¢ sing
On a
1 g ) »  h
§k+1sm€t ~ sinf
t2:2(k—|—1)h 1
g sin? 0
. 2(k+1h 1
B g  sinf
S 4 ) 2(k+1Dh 1
T sin 6 \ g sin 6
2¢h
STk
Donc,
[ 2gh
=\t
soit

UGZ\@

si le cylindre est creux et
1
—_ — h
oG 3 g

sil est plein. Ces vitesses sont plus petites que pour un glissement sans frot-
tement (v = /2¢h du chapitre 4).
Méthodes alternatives.

— Théoreme du moment cinétique en G :

L ﬁ .
AL _ GAAN+GANF = —R& A (—Fé&) = RFE,
dt H’_,_/
=0

avec Lg = I & car l'axe (G €y) est un axe principal d’inertie d’ou
Iw = RF.

Combinée avec les autres équations tirées du principe fondamental Md; =
F®t on retrouve bien s{ir la méme solution.
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— Théoréme de 1’énergie mécanique : la force de frottement ne travaille pas
car 74 = 0. Ainsi, I'énergie mécanique est conservée. L’énergie cinétique est
donnée par

VI R S B By S S 2,2
K= 2M0G+21w = 2MR w +2kMR w
1
= E(k+1)z\4R2wZ.
On peut aussi la calculer comme
_1 2_1 2,2
K= ZIy,w? == (k+1) MR%w?.
2 2
Au départ, K = O et V = Mgh. A l'arrivée, K = 1 (k+1) MR*w? et V = 0.

Donc

%(k+1)MR2 2 — Mgh

2 2gh
~ (k+1)R?

_ oo |28
UG—CUR— k—|——1

Remarque. Comme pour un solide qui glisse, les frottements ralentissent le sys-
téeme et diminuent la vitesse finale, mais cette fois les frottements ne travaillent
pas. Ils transforment une partie de I'énergie cinétique de translation en énergie
cinétique de rotation.

w

et ’on retrouve

2. Meule

Considérons un disque qui roule sans glisser, de rayon R et de masse M relié
a une tige de longueur d = GC horizontale de masse négligeable tournant a (2.
On suppose que l'interaction entre la tige et l'axe vertical se réduit a une force T
appliquée en C. Question : Calculer la force de réaction N du sol sur la meule.

—

QO
A
P N,
/
T
A
On choisit le repere (C, &, &y, .), de sorte que
Q=0¢ et &=-wé,.
e;
C —
€p
G e
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1. Relation entre (2 et w.
Fc = 0 nous donne

UG (d’)-l—ﬁ)/\(ﬁ
= (~w?, + Q&) A dE, = QdE,,

et 4 = 0 nous donne

(cﬁ+f2)/\ﬁ

(—wé, + Q) NR& = Rwéy,

(e

dont on déduit finalement

2. Théoreme du moment cinétique.

Pour se débarrasser de T, on va appliquer le théoreme du moment cinétique
enC:

a) Calcul de L. On a

Or, B .
Lc=Lo+10

car & et (3 sont dirigés selon des axes principaux. Les moments d’inertie
se calculent facilement, il s’agit du cas particulier d"un cylindre plein avec
L=0:

On en déduit

EG—F@/\M@)G
Lc+dé AMRwé,
Lc +dMRwé@, = Lg + Md*Qé,

ot

C

d’ou

- 1 1
Lc = (A—LMRZ + Mdz) 0e, — 5MRZa; &, .

Au cours du mouvement, €; ne change pas :

T —§MR W
= —%Msz QNE,
= MR OZ A2,
et finalement ~
% = —%MRZwQ &p .
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b) Moment des forces. On calcule simplement :

Mt =CEAMZ+CAAN
= dé, A (—Mg)? +CGAN+G

Finalement, en réunissant les deux :

1

—5MR*wQ =d (Mg —N)
1 - B

—5MRAO* =d (Mg —N),

et enfin

MRO?
>

N = Mg +

Remarques.

— N > Mg : du fait de son mouvement, la meule appuie plus fort sur le sol.

— Si I'on avait pris en compte une force de frottement F = —F ep, il serait
apparu un moment —dF e, — RF é,. Comme la dérivée du moment ciné-
tique n’a pas de composante suivant ¢, et &;, on en déduit que la force de
frottement doit étre nulle. Ceci n’est qu'une approximation. Il doit y avoir
une force de frottement pour que le disque de la meule roule sans glisser.
Cela implique que l'interaction entre la tige et I’axe ne se réduit pas exacte-
ment a une force, mais qu’elle doit aussi impliquer un couple (c’est-a-dire
un moment local).

VII. Rotation autour d’un axe fixe

1. Pendule physique

On appelle pendule physique tout solide pouvant tourner autour d"un axe fixe.
Prenons I'exemple d"un parallélépipede.

@,

Utilisons le théoreme du moment cinétique au point A sur l'axe :

df A -—

— Mext )
dt A
Le vecteur if étant indépendant du temps, on a

dls-i#t  dLy

%
==A = M
dt dt A
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avec
De l'autre coté,

car les forces exercées au niveau de 1’axe ont un moment perpendiculaire a AM, ou

M est le point d’application, donc a ii. Alors

Mt it = (ﬁAM§)+(1¥/\M§).ﬁ
~————

=0 car ﬁ//ﬁ
= —LMgsin¢.

Finalement,

Iprp = —LMgsing,
et enfin

, LMg .
¢ =— sing.
Ix

Méthode alternative. On aurait pu utiliser le théoreme de "énergie mécanique :

1

K= EIch)z et V=-—MgLcos¢,

qui mene a

1 .
EIAqDZ — MgL cos ¢ = cte

Iz + MgLsing ¢ =0
Ipp = —MgLsing.

Remarque. Si toute la masse est concentrée en G (cas du point matériel), alors
In. =0 et Iy=MIL?

et
$= —% sing.

On retrouve 1'équation du pendule.

2. Pendule tournant

Considérons un pendule physique tournant a & constant. On cherche a déter-
miner I'angle ¢.
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On appelle I, et I; les moments d’inertie en G suivant les axes principaux € et é.
Alors le moment cinétique en G s’écrit

LG = IJ_CUl 51 + I//CL)Z 52

avec W = wy €] + wy e et

Alors

L =wl, singeé; —wljcos¢pe;.
Pour éliminer la force de réaction en O, le plus simple est d’appliquer le théoréme
du moment cinétique en O :

Io=Tg+0CAMg.
Avec
Uc =vgeé3 et vg=Lwsing,
ona
f,o:EG+MLE’2/\stincp(?;»j
= Lg + ML2wsin ¢ &
= (IL —|—ML2)wsinngl — ljwcospe,.

Comme w et ¢ sont constants, la seule dépendance en f vient de ¢; et ¢, :

— =wANA€1 =wrep Ne1 = —wye3
dt

= wcos ¢ e;3
de,

T3 =WNE =wie] Ny = wyes
=wsinge;.
On en déduit la dérivée :
ddito = (IL + ML? — I//) wzsin¢cosqbé’3.
Le moment est
/\78“ — 0C A Mg
= L& A (—Mgsingeé; + Mgcos¢er)
= MgLsing¢es,
d’ou
<IL — Iy + MLZ) w? sin ¢ cos ¢ = MgLsin ¢

et finalement

N MgL
cos¢ = 2 (IL —, +ML2) ’
ou encore
cos¢ = g ! .
WL N I, -1
MIL?
cos P = % est le résultat pour un point matériel de masse M en G. (C’est le méme

probleme que celui de la bille dans un cerceau en rotation vu dans le chapitre sur
les coordonnées cylindriques et sphériques). Pour un objet étendu, cos ¢ est plus
petit, donc ¢ est plus grand, tant que I, > Ij, ce qui est le cas pour une barre. Si
l’objet suspendu était une plaque perpendiculaire a é,, ce serait I'inverse puisque
danscecas | < Ij.
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Remarque. Dans le cas de la bille dans un cerceau, on a pu résoudre le probleme
sans utiliser le théoreme du moment cinétique parce que la direction de la force
exercée sur la bille est connue : elle pointe vers le point O. Dans le cas présent,
on peut se convaincre que ce n’est pas le cas. Si on appelle T la force exercée par
I'axe sur la barre, I'équation Md; = P + T permet de démontrer que T - &; =
M sin ¢(g — Lw? cos ¢), ce qui n’est pas nul sauf si cos¢ = g/(w?L), c’est-a-dire
sil 1 = I//.

VIII. Mouvement autour d’un point fixe

1. Equations d’Euler (complément)

Complément. Pour décrire le mouvement d'un solide autour d'un point fixe C, il est utile de
considérer le repére (C,e1,e,,€3) ou €1, € et €3 sont les axes principaux d'inertie en C. Le
mouvement du solide est complétement décrit par un vecteur @(t), que |'on peut découper en

W =w16 +wré+ wses.
Le moment cinétique en C est donné par
Lc = hwi & + hwy & + Lws &,
ou I, I et I3 sont les moments principaux d'inertie.

La dérivée de L¢ est donnée par

dL de; de; de
R L R G R O R CL AR B
Or,
de; L, . . R .
a:w/\61:(w131+wzez+w3e3)/\e1
= —wr3+w3er.
De méme,
92 it —wsdl et B = 17+ wyE
—_— — e _— = — ,
ar 1€3 3 €1 it 1€2 2 €1
d'ou
dLc

? = (11601 + (13 = Iz) a)za)g,) e
+ (Iz(i)Z + (11 = 13) aJ1W3) €

Sl (13603 + (12 - 11) aJ1CU2) 53 o

Le théoréme du moment cinétique conduit aux équations d'Euler :

- 5 .
ME* -8 = han + (Is — L) wows,
- o .
MEE -8, = by + (I — L) wiws,

- - .
M-8 = Lws + (L — [) wiw; .

Les applications de ces équations sont multiples et fascinantes.

Exemple. Equilibrage d"une roue Une roue est bien équilibrée si elle tourne au-
tour d’un de ses axes d’inerties, disons 3.

117



v
Sl

€2

€1

% -
Dans ce cas, w1 = wy = 0, w3 = w = cte, et ./\/lecXt = 0. Il n’y a pas de moment
exercé sur les axes, et on ne sent pas la rotation des roues.

Si par contre @ n’est pas parfaitement aligné avec €3, le repere (€, &, €3) tournant
autour de &, les coordonnées de & dans ce repere sont données par

w1 = wsin @ sin (wt) w1 = w?sinf cos (wt)
wy = wsin B cos (wt) == Wy = —w?sin B sin (wt)
w3 = wcosb w3 =20

Par ailleurs, Iy = I, = I, et I3 = I;. On en déduit que les composantes de /\/lec"t
sur €] et &, ne sont pas nulles, mais son données par

Text = .

MEE - = (I, + (I — I,)cos 0) w?sin 6 cos (wt) ,

Text = o

MEL- & = (I, + (I — I,)cos0) w? sin 0 sin (wt) .
Le moment des forces exercées sur la roue dépend du temps de fagon périodique,
d’ou1 les vibrations de fréquence w ressenties, et des contraintes sur les axes. En

plagant des masses sur la jante, le garagiste parvient a réaligner e3 avec ’axe de
rotation de la roue.

Solide en rotation libre Considérons un solide en rotation autour d’un point
fixe O tel qu’en ce point le moment des actions extérieures soit nul. Ce serait par
exemple le cas d"un objet soumis a la seule action de la pesanteur dans le référentiel
du centre de masse. Dans ce référentiel, G est fixe et le moment du poids en G est
nul puisqu’il s’applique en G.

Proposition. Toute rotation autour d’un axe principal d’inertie est stationnaire.
Preuve. Dans ce cas, les équations d’Euler se réduisent a

Lwy + (I3 — ) wows = 0
Lwy 4+ (I1 — ) wiws =0
Lws + (I — [1) wiwy =0

Elles ont trois solutions évidentes :

— wi = cte, wy = w3 = 0 et ’on a une rotation stationnaire autour de 1'axe
principal de moment I ;

— wy) =cteetw] = w3 =0;

— w3 =cteet w; = wy = 0.
Exemple. La rotation d’un ballon de rugby autour de son axe de révolution est
stationnaire. De méme, la rotation autour d"un axe perpendiculaire a cet axe est

stationnaire. Par contre, la rotation par rapport a un axe quelconque ne ’est pas.
Si par contre 1’on considere un ballon de foot, qui est sphérique, tout axe est un
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| axe principal d’inertie, et toute rotation est stationnaire.

Stabilité des solutions. Supposons que w; = 0, alors w; = cte. Considérons de
petites variations autour de w;, = w3 = 0. D’apres les équations d’Euler, on a

4

hwy + (I — ) wiws =0 . L + (I — I3) wiws =0
Lawz+ (I — L) wiwy =0 s + (I — 1) wiwy =0

qui mene a
{12136'02 +(h — L) (L — h)wiw, =0
LLdas+ (I — I) (I — I) wiws = 0

wy et w3 vont décrire de petites oscillations tant que ’équation est de la forme
AX¥+Bx=0 avec AetB >0,

soit
(h—L)Y(L1—L)>0 = L>Dh,I3 ou L <II;.

Proposition. Conclusion : Les oscillations sont stables si elles ont lieu autour
d’un axe correspondant au plus grand ou au plus petit des moments d’inertie,
mais pas au moment d’inertie intermédiaire.

2. Gyroscope

Définition (Gyroscope). Un gyroscope est un solide de révolution tournant au-
tour de son axe, en général a trés grande vitesse (2, et suspendu par son centre de
masse G de facon parfaite, c’est-a-dire pouvant choisir librement son orientation
sans aucune résistance.

Proposition. Dans un référentiel galiléen, (2 = cte.

dlg = . : . .
Preuve. d_tG = 0 puisque les seules forces, le poids et le réaction au point de
fixation, passent par G et ont un moment nul. Or, comme le gyroscope tourne

autour de son axe de révolution, qui est un axe principal d’inertie, Lg = 1.
Dong,

5.

T 0.

Application. Dans le référentiel de Ptolémée, qui est une bonne approximation d"un
référentiel galiléen, (3 est constant. Or, la Terre tourne sur elle-méme. Donc le gyro-
scope tourne par rapport a la Terre pour garder une orientation fixe par rapport a un
point du ciel déterminé par des étoiles fixes. A I’équateur, si son axe est horizontal
a midji, il est vertical a 18 h.

" d
v

Comportement paradoxal. Si 'on applique une force verticale sur un gyroscope
d’axe horizontal, il dévie dans le plan horizontal.
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Explication. On a

soit

A W
L
ez gx
I3 -
dO _ GAF
dt — I Zr

qui est parallele a &, et donc orthogonal a !

3. Effets gyroscopiques

On parle d’effets gyroscopiques pour désigner le comportement dynamique
d’un objet de révolution (disque, roue, etc.) dont la rotation autour de son axe a
pour effet de résister aux changements de son orientation.

Exemples.
1. Personne sur tabouret avec roue de vélo en rotation.

)
ol

N

4
.
R
—"—

O

Il y a deux forces extérieures :

F**= Mg + R
~~ —~

poids total réaction du sol

Toutes les forces sont verticales :
— . —
Mt =GOARLR = M.z =0.
d (zG . gz)
dt

Lg = f}‘: + (? A m T, ott m est la masse de la roue et 5 = 0 est la vitesse
du centre de la roue. On a aussi

[i=10 =— ILg-&=10-2=0.

Ainsi, — 0, ot1 L est le moment cinétique total en G. Au départ,

Si I’on change I'inclinaison de la roue, la conservation de L¢ - &, implique
une rotation du tabouret a la vitesse @ telle que la composante ¢, de Lg
reste nulle. En effet, si @ = 0, on aurait

Lg-e&,=10-¢ #0
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ou () est la nouvelle orientation du vecteur rotation de la roue. Dans le cas
ol la roue est a la verticale de la téte de la personne, on a

Lg=1(Q&+ &)+ Ipi7d,

avec IpiT le moment d’inertie par rapport a €, de la personne et du
tabouret.

Par conservation du moment cinétique parallele a €;, on a Lg = 0 et donc

I
0=—-————20c¢,.
I+Ipyr

On a un effet similaire si au départ le vecteur rotation de la roue est per-
pendiculaire a GC et horizontal, et qu’on fait pivoter la roue pour que sa

vitesse (2 acquiere une composante verticale.

2. Roue de vélo suspendue en un point de son axe de rotation.

—

T

N1

Le théoreme du moment cinétique en G conduit a :

d 7 =l 7 —

ELE —GOAT avec Le=1w.

En premiere approximation, T + P ~ 0 car le centre de masse G a un mou-
vement de rotation tres lent, donc une accélération centripeéte tres petite.

Ainsi,
— d_’
%Lg:cﬁAMg = Id—c;]:OGMgé'q).

L’axe de la roue reste dans le plan horizontal et tourne autour du point O.
C’est un mouvement de précession.

4. Toupie
Définitions (Toupie, angles d’Euler). Une toupie est un objet a symétrie de ré-

volution qui tourne autour de son axe de révolution. Il est commode de prendre
cette extrémité comme origine du repere.
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Il est commode de repérer la toupie par trois angles dits angles d’Euler. Les
mouvements associés sont

¢ €3 : rotation propre;
e, : précession;
0 il : nutation;

avec ¢3 I'axe de révolution de la toupie, ii le vecteur unitaire colinéaire a €; A €3
etd =ée3 Al

Dans l’approximation gyroscopique, on suppose que la vitesse de rotation propre
est beaucoup plus grande que les autres. Dans ces conditions, le moment cinétique
au point O est le long de &3, et le théoreme du moment cinétique s’écrit

dLo ¢ mgl

— = g~1L §—=—""&NL
ar (ﬁ/\mg O/\mgLO Lo e; N\ Lo

avec { = OG. Le vecteur Lo, et donc la toupie, ont un mouvement de précession
autour de la verticale €3, avec une vitesse angulaire

g — Mgt _ mgt
Lo ¢~

La vitesse de précession est inversement proportionnelle a la vitesse de rotation

propre.

Un traitement plus détaillé basé sur les équations d’Euler permet de montrer
qu’il y a aussi un mouvement de nutation autour d’une valeur de 6, avec des oscil-
lations entre 0; et 6. Il existe néanmoins des solutions particuliéres 6 = 6y constant,
auquel cas le mouvement est un pur mouvement de précession.

Remarque. Pour passer de 1’'équation

dLo omgl -

a la conclusion qu’il s’agit d’'un mouvement de précession, on peut se reporter

a la démonstration de la section II. du chapitre 2 du fait que 1'équation

Y s L 7 —
@ N\ OM conduit a une précession de OM autour de @.

122



Complément (Traitement détaillé de la toupie). Il est commode d'introduire le vecteur ¥ qui
forme avec €3 et i/ un repére orthonormé :

¢, = cosbfez+sinbv.

O=0i+¢e&s+ Pz
=0il+ (¢+Pcosb) e+ psinbdT.

Dans le référentiel de la toupie, on a donc w3 = ¢ + i cosf.

Le moment cinétique par rapport a O est donné par
ZO = 1191;[—1— I3 ((P—I—l’)COSQ) e3 + 111/}sin977,

ol I3 est le moment d'inertie par rapport a |'axe de révolution et I; le moment d'inertie par
rapport & n'importe quel axe perpendiculaire a I'axe de révolution et passant par O (donc en
particulier les axes (O i) et (O, 7).

Le moment du poids par rapport a O est donné par

Mo=teAmg=—mgl @ NE) .

Il en découle que . .
Mp-65=0 et Mp-e,=0.

La premiére équation implique que

dlo
—e3=0
a
Or,
de: . .
B GNE = —0F + §sin O,
dt
ce qui implique que
- des
Lo-— =0
O dt
On en déduit que
d -
a (LO 0 63) =0
et donc que
Ls3=lp-83=5 (¢ + ¢ cosh) = cte.

H
Par ailleurs, Mg - €, = 0 implique que

et finalement

L,=Lo-& = Lycos® + L1 sin® 6 = cte.

Enfin, I'énergie mécanique est conservée. L'énergie cinétique et |'énergie potentielle sont

K:%@fo
1/ 4 L i .
=5 (1192 + I3 (¢ + ¢ cos 9)2 + L4* sin® 0) ,
V =mglcos®,

donc

%Il (92 + ¢* sin? 9) + %Ig (¢ + 9 cos 0)2 + mgl cosf = cte.
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En utilisant les constantes L3 et L, on peut éliminer i et ¢ de I'énergie mécanique. En effet,

. . L,—L 6 . I
L, = L3cosf + L§sin’d — 1/1:% et gb+lpcos(9:—3.
I sin“ 6 I3

L'énergie mécanique s'écrit alors

(L; — L3 cos 6)2

1
= +
2 I; sin? 0

+mgl cos 6

1. . 1 L2
E = ZLL§? = £
pho" + 2 I

ou encore .
E =S ho? + Ver(0).
avec ) 5
1 (L, — Lz cos ) 1135
Veir(0) = mglcos + - ————— + — —=2.
i) § 2 I; sin? 0 213
Ce potentiel a un minium en 6y défini par

dVesr . L,—Lscos@ . .
10 ——mg€s1n9+ngsm9— I sin

(L, — L3 cos 9)2 .

0s60 = 0.
30

Posons Eg = Veg(6p).
— Si E > Ey, alors 0 oscille entre deux valeurs 61 et 65.
— Si E = Ey, alors 8 = 6y = cte.
L, — Lzcosf

, deux cas de figure
I; sin? 0 &

Nature du mouvement. Pour E > E;, comme ¢ =
peuvent se présenter.

— ¢ ne change pas de signe entre 0; et 0, : le centre de masse oscille simplement sur la
sphére de rayon /.

— 1P change de signe entre 0; et 0, : le centre de masse fait des boucles.

.' "

d Ve
do

Pour E = Ey, 6y est donné par (Bp) = 0. Cette condition sur 6y peut se réécrire en

fonction de ¢ et ¢ :

—mglsin by + Iz (¢ + P cos by) sin Oy — I19* sin By cos fp = 0.
Dans le cas générique ot 6y # 0, E, 7T, on en déduit

2
2 (I cos g — Iy cos Bp) + Iz¢1p — mgl =0,
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ou encore, en supposant I} > I3,
(I — I5) cos By — L3¢ +mgl = 0.
Le discriminant de cette équation du second degré en /? est

A= I3¢* — 4mgl (I, — I3) cos by .

7T 0 g .
Pour 6y < oo un tel mouvement n'existe que si

Ly > \/4ng (I — I3) cos 6p = I3Pmin -

Si ¢ > @min, alors il existe deux mouvements de précession :

L+ \/13¢2 — 4mgl (I, — I5) cos O
- 2(I; — I3) cos 6y '

On peut montrer que c'est le mouvement de précession le plus lent décrit par ¢ qui est
stable, et donc que c'est lui qui doit étre observé.
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