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Collision dans I’espace (17 points)

Enoncé

Un astéroide de masse m, modélisé comme un point

matériel P, entre en collision avec une planéte sphé-
rique homogéne de rayon R, de masse M et de mo-
ment d’'inertie I = %M R? par rapport a son centre de
masse C. Initialement, la planéte est immobile, c’est-
a-dire que la vitesse angulaire et la vitesse du centre
de masse C' de la planéte sont nulles, et ’astéroide suit
une trajectoire rectiligne uniforme de vitesse vy = vg €,
et telle que la distance d’approche minimale du point

C est égale & D, comme indiqué sur le dessin.

Pour étudier la collision on néglige la force gravitationnelle et toute autre force externe. La
collision est complétement inélastique (choc mou), et l'astéroide reste collé a la surface de la
planéte au point d’impact. Exprimer les réponses dans le repére cartésien représenté sur le
dessin.

Lesquelles de ces quantités (la quantité de mouvement totale, I’énergie cinétique totale,
et le moment cinétique total du systéme planétetastéroide) sont conservées lors de la
collision 7 Justifier.

Déterminer la vitesse U du centre de masse GG du systéme planéte+astéroide.
Calculer la distance entre le centre C' de la planéte et le centre de masse G du systéme

planéte+astéroide aprés la collision, en fonction de la masse réduite p = AZ%% .

Donner I'expression du moment cinétique total du systéme planéte+astéroide par rapport
au centre de masse GG avant la collision.

Calculer le vecteur vitesse angulaire & du systéme planéte+astéroide aprés la collision.
Donner la réponse dans le repére indiqué sur le dessin, et en fonction des données du
probléme.



Corrigé

.
P v,

Puisque, par hypotheése, le systéme planéte+astéroide est isolé (aucune force externe), la
quantité de mouvement totale et le moment cinétique total sont conservés. Par contre,
I’énergie cinétique n’est pas conservée car, dans le choc mou, les forces internes travaillent.

La quantité de mouvement totale,

@:ot - (m + M)UG = mﬁo s (1)

. YN P m
est conservée, d’ou vg =

apreés la collision.

Up est la vitesse du centre de masse GG, inchangée avant et

La position du centre de masse se trouve sur le segment C'P, & la coordonnée

- MFC—I—me
TG = —————
¢ M+m

Par rapport au point C| la distance vaut

_G_M-O+mR_ m
- M+m M+m

(3)

Puisque le moment cinétique est conservé lors de la collision, il suffit de calculer le moment
cinétique initial. Comme la planéte est initialement immobile, elle ne contribue pas au
moment cinétique initial, et donc

Lo = G’? A miy = —dmug é, , (4)

ol nous avons introduit la distance d entre G et la trajectoire de P avant I'impact. En
utilisant le théoréme de Thalés on voit que

D PC PG M
d PG pPC m+ M (%)
En introduisant la masse réduite p = T;’”jr]\fv[ on peut ainsi écrire le moment cinétique total
avant le choc : B
Le=—pDuye, (6)

Aprés le choc, le solide constitué de la planéte + 'astéroide "collé" a la surface entre en
rotation autour de I’axe ¢, pour conserver le moment cinétique total. La vitesse angulaire
du systéme est alors de la forme & = w,é,, car €, est un axe principal d’inertie. Le



moment d’inertie I . du systéme autour d’un axe selon €., par rapport a son centre de
masse, vaut :

Ig. = [Ic + M(CG)*] + m(GP)?, (7)
m m
lo+ Mg B+ mik = g R) (®)
mM 2 2
pr— = 9
IC+M—}-mR Io + uR?, (9)
(10)

oit le terme I + M(CG)? est le moment d’inertie de la planéte par rapport a G (en
utilisant le théoréme de Steiner), et le terme m(GP)? est la contribution de I'astéroide au
moment d’inertie.

Le moment cinétique peut alors étre écrit

mM
M+m

EG = IGVZ(IJ’ = (Ic + RQ)W €, = (IC + NRz)w e (11)

Par conservation du moment cinétique dans la collision, on utilise le résultat de I'Eq. (6)

(Ic + pRH)wé, = —puDuvgé, (12)
et donc finalement D
—HL Mo
= " 13
YR (13)
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Tir de flipper (23 points)

Enoncé

On étudie le mouvement d’une boule homogéne de rayon R,
de masse m et de centre de masse GG. Son moment d’iner-

tie par rapport a l’axe paralléle a é, passant par G est Ig.
Cette boule roule sans glisser sur un plan faisant un angle
a avec 'horizontale, selon la direction définie par I'axe é,.
Un ressort sans masse de longueur a vide [y et de raideur k&
est fixé a l'origine O du repére; il reste en tout temps aligné
avec é, et peut seulement pousser sur la boule au point de
contact A, sans frottement en ce point. Aucune force n’em-
péche la boule de perdre le contact avec le ressort en A. La
position de la boule est repérée par la coordonnée x(t) de

son centre de masse.

Identifier toutes les forces s’exercant sur la boule, indiquer leurs points d’application et les
dessiner.

L’énergie mécanique du systéme est-elle conservée ? Justifier.

Etablir I’équation différentielle satisfaite par la coordonnée x(t) tant que la boule est en
contact avec le ressort.

Déterminer la position d’équilibre z4, de la boule et montrer qu’elle est stable. Quelle est
la condition sur le produit kly pour que xsq > R7

On considére maintenant la situation o, a 'instant initial ¢y, le ressort est totalement com-
primé et la vitesse de la boule est nulle, c’est-a-dire que z(tg) = R et @(ty) = 0.

Quelle est la condition sur le coefficient de frottement statique pg entre la boule et le sol
pour qu’il n’y ait effectivement pas de glissement a 'instant tq ?

Quelle est la condition sur kly pour que la boule perde le contact avec le ressort (décolle-
ment) au cours de son mouvement ?

Dans ce cas, déterminer la coordonnée maximale x,., atteinte par la boule dans son
mouvement.



Corrigé

a) Forces externes :

— Force de pesanteur appliquée au centre de masse GG
— Force de rappel du ressort appliquée au point A selon é,

— Force de réaction/liaison du support appliquée en C' selon é,

— Force de frottement statique appliquée en C' selon é,

b) Puisque F et N ne travaillent pas car C' a une vitesse nulle et que P et T sont

conservatives |’énergie mécanique £ = K + V est conservée

(i) Méthode 1 : énergie mécanique constante

Expression correcte de I'énergie potentielle du ressort Vp(z) = 1k(z — R — ly)? (+cst)
Expression correcte de I’énergie potentielle de pesanteur Vp(z) = mg sinaz (4cst)
L’hypothése de non glissement implique Rw = &

L’énergie cinétique peut se trouver de deux fagons : (i) par rapport a G, elle est la somme

de I'énergie cinétique de translation du centre de masse mwv? et de I’énergie cinétique de

2
rotation autour du centre de masse 1/qw? = %%UQ (car w = v/R); (ii) par rapport a C,
il y a seulement une énergie cinétique de rotation, mais avec un moment d’inertie valant

I +mR?. Dans les deux cas on trouve :

1/ 1g 9

Puisque I’énergie mécanique est conservée, on a dE/dt = 0. En remplacant F = K+Vy+Vp
puis en simplifiant le résultat par & (pas de justification demandée) on obtient ’équation
du mouvement

I k
(m]G%2+1> jU'—i—g(:L‘—R—lo)—i—gsina:O (14)

(ii) Méthode 2 : théoréme du moment cinétique par rapport au point de contact C
— =

Moment de la force_d)e rappel CAANT = —Rk(x — R —ly)é,

Moment du poids CA A P = (—mgR sin a)é,




L’hypothése de non glissement implique Rw = &
Huygens-Steiner (th. du transport) pour obtenir le moment cinétique par rapport a C' :

Lo = (Ig + mR?)& = (Ig/R +mR) i é, (15)
Théoréeme du moment cinétique par rapport a C':

I . . k
(m—m“) #=—gsma—T(r—R-b) 10)

(iii) Méthode 3 : théoréme du moment cinétique par rapport au centre de masse G
Théoréme du centre de masse projeté sur x :

mi = —mgsina — k(zx — R —ly) + F, (17)

Moment des forces par rapport a G : (% ANF=—RF, €y
L’hypothése de non glissement implique Rw = &
Comme le moment cinétique par rapport & G vaut Lg = I W = I/ R & é, le théoréme du

moment cinétique donne

I
E% — —RF, (18)

En injectant (18) dans (17) on retrouve eq. (16)

(i) Méthode 1 : Avec I’énergie potentielle :

1
V(z) =mgsina x + ék(x — R—1y)? (19)
d
% =mgsina + k(xr — R —ly) (20)
d?V
—=k>0 21
dx? - (21)

mgsin o
k

La position d’équilibre satisfait Cfi—‘; =0 & 2¢q =l + R — . Afin que z¢q > R
(c’est a dire pour la boule ne touche pas le support du ressort a 1’équilibre) il faut donc
que klyp > mgsina .
a2V
2

C’est un équilibre stable car 7 (zeq) >0 .

(il) Méthode 2 : Avec les équations du mouvement :

D’aprés eq. (14) ou (16) la condition d’équilibre & = 0 s’écrit :

—mgsina = k(zeq — R — o) (22)
xéqzzo+R—@ (23)

Afin que z¢q > R il faut donc que klp > mgsina .



On pose ensuite X = x — x4 qui mesure le déplacement par rapport a I'équilibre. En
remarquant que X = & I’équation (16) devient :

qui est celle d’un oscillateur harmonique non-amorti de pulsation propre wy; 1’équilibre
est donc stable .

Théoréme du centre de masse projeté sur z
mZ = —mgcosa + N, (25)

Par hypothese 2 = 0 donc N, = mgcosa .
La condition de non glissement sur les normes s’écrit :

Fy

N < pis en tout temps, avec |N.| = mgcosa (26)
z

On peut réutiliser ’équation (18) pour trouver

I
F, = _EC;"Z’ (27)
e :
Rl - [mgsina + k(x — R — ly)] (28)

Ce qui donne en z = R, tenant compte de kly > mgsin« :

Ig

Fi(zr=R)| = —%—
e = B = =%

[kly — mgsin o] (29)

On obtient donc comme condition sur pg

e kly

> —t 30
MS_[G—I—mRQ mg cos « ane (30)

La boule perd le contact en A lorsque T, (z) s’annule, ce qui a lieu lorsque z(t) > lo + R .

(i) Méthode 1 : Avec I’énergie mécanique

Par conservation de I’énergie mécanique, et comme il y a un seul minimum de potentiel,
la boule qui commence a vitesse nulle en = R atteindra z(t) > ly + R si et seulement si
V(R) > V(lp+ R) , ce qui donne d’aprés l'expression (19) de V' (z)

1

gmRsina + §kl§ > +mgsina(R + lp) sina (31)
1

51{;[8 > mgsinaly (32)

kly > 2mgsin « (33)



(ii) Méthode 2 : Avec les équations du mouvement
La solution générale de ’éq. (24) peut s’écrire comme X (t) = Agcos (wot + ¢p), et en
prenant compte des conditions initiales de I’énoncé on trouve Ay = =Xy = —R + 2¢q =

lp — M3 et oy = 1. On peut donc finalement écrire X (1) = (2432 — [4) cos (wot).

La boule perd le contact en A lorsque X (t) > lop+ R — 2¢q = %ﬁm . 1l faut donc que
I’amplitude soit suffisamment grande :

mg sin o

Ao > 3 (34)

_mgsina+l02mgsina (35)
k k

kly > 2mgsin « (36)

(i) Méthode 1 : Avec I’énergie mécanique :

L’énergie mécanique vaut a Pinstant ¢ = 0 : £ = V(R) = mgsina R + 1ki3. Lorsque
la boule atteint son altitude maximum en x,., > lp + R ’énergie cinétique s’annule de
nouveau et I'énergie mécanique vaut F = V (Zyax) = Mg sin @ Tyax. On a ainsi 'égalité :

V(R) = V(Zmax) (37)
1
mgsina R + §kl2 = Mg Sin O Tyax (38)
kl?
max R= — 39
. 2mg sin « (39)
ki?
max — = . 4
T Et 2mg sin o (40)

On peut vérifier que la condition kly > 2mg sin « implique bien que Xy > R+ lo.

(il) Méthode 2 : Avec les équations du mouvement :

Pour simplifier la notation on pose I = AmR? (avec \ = % pour boule homogéne).

Dans un premier temps, on étudie le mouvement entre x = R et x = R+ selon I’équation
horaire z(t) = lo + R — %ina — Ap cos (wot) avec Ag = 1y — %ina. On note ty 'instant
ou la boule arrive au point z = R+ [y :

mgsin «

z(to)) =lb+R=1+R— P Ag cos (wotp) (41)

—Ag cos (wotp) = @ (42)
mgsin a

COS (WOto) = _Z;TO (43)



En t, la vitesse vaut vy = wyAp sin (wotp) et son carré peut s’écrire :

vg = wiAf (1 — cos® (wot))

N2
T (1 _ (mgsina) )

k2 A2
; 2
gy - g s’

__gsina
14X 7

Ensuite pour t > ty, on étudie la “chute libre" gouvernée par & =

_ gsina
1+

lgsina
M ==5T2

t+ vy

t2—|—v0t—|—l0+R

L’abscisse maximale est atteinte en ¢, satisfaisant v(t;) = 0, qui donne

14+ A
gsin a

tlz’UO

et ainsi

Clgsina ,(14+N)? L2 1+ A

max — t) = ; - l R
v w(h) 214 UOQQSIH204 Ogsma+0+
114X
S vg+1lo+ R
2 gsina
L1+X (mg sin a)?
= - Ay —~——— |+ +R
2gsinozw0 [ 0 k2 Tl
1k mgsina\>  (mgsina)?
:ngsma [(lo_ k > a k2 Thot R
1 k mg sin a
= |} - 2p—>— |+ + R
ngsina{o Tk ]+0+
ki2
Tmax = R 0
2mgsin v

(44)

(45)

(46)

qui s’integre

(47)

(48)



3 Pendule excité (20 points)

Enoncé

On s’intéresse au mouvement d’un pendule consti- .
tué d’'une barre rigide de longueur [ et de masse
négligeable et d’un point matériel A de masse m at- O ey
taché a I'une de ses extrémités. On admettra que la

force exercée par la barre sur le point matériel est 0\ .
toujours dirigée le long de la barre. L’autre extré-
mité du pendule, désignée par I, n’est pas supposée
fixe. On étudie le mouvement dans le plan vertical
(xy), et on désigne par 6 I'angle du pendule avec la
verticale.

e Pour les questions a) a e) on suppose que le point I est soumis & un mouvement horizontal
décrit par : x7(t) = 0 et y;(t) non constant.

On se propose, dans un premier temps, de travailler dans le référentiel du laboratoire.

a) Exprimer l'accélération du point A en fonction de y;(t) et 0(t).

b) Etablir 'équation différentielle satisfaite par la variable 6.

On se propose, dans un deuxiéme temps, de travailler dans le référentiel accéléré lié au point I.

c) Etablir 'équation différentielle pour la variable 6 en utilisant le théoréme du moment
cinétique. Comparer le résultat a celui de la question b).

On s’intéresse maintenant au cas spécifique ol le point I est soumis a une excitation sinusoidale
yr(t) = Ysin(Qt), avec Y > 0 et Q > 0.

d) Y a-t-il des positions d’équilibre (6 constant) ?

e) Déterminer la forme que prend I’équation du mouvement dans la limite des petits angles.
De quel type de probléme s’agit-il 7 Pour quelle valeur de €2 I'amplitude est-elle maximale ?

e On suppose désormais, pour les questions f) et g), que le point I oscille verticalement :
xr(t) = X sin(Qt) et yr(t) = 0.

f) Etablir 'équation différentielle satisfaite par la variable 6.

g) Y a-t-il des positions d’équilibre (6 constant) ?

10
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Corrigé

L’accélération a4 du point matériel peut se calculer en remarquant que le systéme tige +
point matériel est un solide. Les vitesses des points A et I sont reliées par :

_%
Ua=0Ur+WATA
ou la vitesse du point I est donnée par v; = yre, et le vecteur rotation du solide par
w = fe,, d’ou . ‘
Ta = yr€y + 0e, N le, = yre, + 10éy.
L’accélération est donc donnée par :

—

i = §ii€, + 16, + ze% = §j1€, + 108y + 1002, A &) = §j€, + 10e) — 16%€,.

Alternativement, on peut commencer par exprimer les coordonnées cartésiennes de A en
fonction de celles de I et de I'angle 6 :

xa=1cosO, ys =yr+Ilsind

d’ot ' '
Ta=—10sin6, y4 =1y;+ 160 cosb

et finalement
ia=—10sinf —10%cosh, ija = ij; + 0 cosb — 16%sinb.

Dans le référentiel du laboratoire, le point matériel A est soumis & deux forces :

1. Son poids P= mg = mge, = mg cos e, — mgsin fey.
2. La traction de la tige T = —Te, = =T cosfe, — T'sinbé,.

La deuxiéme loi de Newton s’écrit :

11



On peut se débarrasser de la traction de la tige dans la deuxiéme loi de Newton en la

projetant sur éy :

Mmis-ég=DP é9g+T ¢ (55)

mijé, - €g + mlf = mgé, - €y (56)
mijr cos 0 + mlf = —mgsin 0 (57)

10 + jj; cos @ + gsinf = 0. (58)

Alternativement, on peut projeter sur é, et &, :
mis =mg — T cosf, mijy = —T sinf.

On élimine T en faisant la différence de la premiére équation multipliée par siné et de la
deuxiéme multipliée par cos@ :

ma 5 sin — mijs cos@ = mgsinf
d’ou
m(—16sin @ — 16% cos ) sin @ — m(ij; + 16 cos @ — 1* sin 0) cos § = mg sin 6.
soit, aprés simplification par m,
—10sin®6 — 162 cos O sinh — ij; cos O — 10 cos® O + 167 sinf cos § = gsinb.
d’ou )
—16 — gy cosf = gsinf.
Dans le référentiel accéléré, le point matériel A est soumis & 3 forces :
1. Son poids P= mqg = mgeé,.

2. La traction de la tige T =-T¢.

3. La force d’inertie d’entrainement F,, = —may;, ot d; = yeé, est I'accélération du
point [I.

Comme le point I est au repos dans le référentiel accéléré, on peut utiliser le théoréme du
moment cinétique en ce point sous la forme simple :

dLI — “rext

dt !
ou M?Xt est le moment au point I de toutes les forces appliquées au point matériel A.
Calculons les deux membres de cette équation.
Par définition du moment cinétique,

N
L[ =TAN mﬁA
(2 . 2122 — ~ — — — % ) — . . <
Or, dans le référentiel accéléré, v;7 = 0, et U4 = U7 + &G A [A = 10€y, ce qui conduit &
L; = 1&, Amiféy = mi*6é,

et donc a .
dL;

dt

= ml2ééz )
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Par ailleurs, le moment des forces est donné par
“rext ¥ 5] al al 5 2 2 e
MPt =TAN(P+T+ Fe) =1é, N\ (mgé, — Té, —mije,).
Comme é, N\ é; = —sinbeé, et é,. A é, = cosbe,, il vient :
M$t = (—mglsin @ — mlij cos 0)é..
Le théoréme du moment cinétique en I conduit donc & I’équation :
mi%0 = —mgl sin @ — mlij cos §

ou encore )
[0 = —gsin@ — gjcosb.

On retrouve bien la méme équation qu’a la question b).

Comme y(t) = Y sin(Qt), § = YQcos(Q) et § = —YQ?sin(Q4), 'équation du mouvement
prend la forme :

. Yy
0+ % sinf = TQQ sin(Qt) cos 6.

Pour qu'il y ait une position d’équilibre, il faudrait que (g/1)sinf = (Y/1)Q2? sin(Qt) cos 6
quel que soit t, ce qui est impossible puisque €2 est supposé non nul. Il n’y a donc pas de
position d’équilibre.

Dans la limite des petits angles, sinf ~ 6 et cosf ~ 1, et ’équation du mouvement prend
la forme :

. Y
b+ %9 = —02sin(0F).

Il s’agit donc d’un oscillateur harmonique forcé non amorti. En I'absence de I’excitation
forcée, la fréquence de cet oscillateur harmonique est donnée par wg = \/? . On s’attend a
un phénoméne de résonance, donc & une amplitude maximale, lorsque €2 ~ wy.

La seule différence, c’est que 'accélération a; est désormais donnée par a; = Zré,. Dans
la deuxiéme loi de Newton projetée sur €y, le terme mgjré, - €y est remplacé par ma e, -ég =
—maysinf, ce qui conduit a ’équation :

16 — #;sinf + gsind = 0.
Alternativement, on peut remplacer les coordonnées cartésiennes de l'accélération par
Ta=21r — 10sinf — léQCOSG, Ja = 10 cos 6 — 160? sin 6

ce qui conduit, en projetant la deuxiéme loi de Newton sur ¢, et é,, et aprés élimination
de T', a la méme équation.

On peut aussi refaire le calcul dans le référentiel accéléré, en remplacant la force d’inertie
d’entrainement par —mé,, ce qui conduit a

]\}[’}M = (—mglsin @ + mlirsinf)eé,,
et donc a I’équation

10 = —gsinf + 7 siné.

13



g) Finalement, ’équation du mouvement prend la forme :

. X
0 + (% + TQZ sin(Qt)) sinf = 0.

Comme pour le pendule avec point d’attache fixe, il y a deux positions d’équilibre, 8 = 0
et 0 = .

Remarque : Kapitza a démontré que si la fréquence € était suffisamment grande, la position
d’équilibre 6 = w pouvait étre stable.
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