Corrigé série 16 Euler 3éme année

Corrigé série 16

Exercice 1 (10 points)

a) On a dim M,(C) = 4, comme espace vectoriel sur C. Une base est

(63606 o) 6 )

b) Un tel polynome est de la forme c¢(z — 1)(x — 7)(x — 1), ou r,c¢ € C, ou bien, de la forme

(x —1)(z = 7)(cx —1"), ou ¢,r" € C. Donc, une base de I’ensemble de tels polynomes est

((z =)@ =7),2(x - (x=T7)),

et la dimension est 2.

¢) On a dim C° = 5. Une base est
((1;0;0;0;0), (05 1;0; 05 0), (0; 0 15 0; 0), (05 0; 0; 15 0), (0; 0; 0; 0; 1)).
d) On a dim C[z] = oo. Une base est
(1,z,2% 2° 2%, ...).
e) On a dim{(z;2';2") € C¥: 2+ 2/ + 2" = 0} = 2. Une base est
((1; =1;0), (0; 1; =1)).
f) Une application linéaire f : C — C doit satisfaire
fAz) = Af(2)
pour tout A, z € C. Soit f(1) = ¢. Alors,
() = Fe 1) = 2f(1) = ez

pour tout z € C. Donc,
dim{f : C — C: f est linéaire} = 1,

et une base est {f1}, ou f est définie par fi(z) = z.
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Exercice 2 (10 points)

a) On a que

c+ N d+ X\
=a+d +d+ \d

! /
Ty (a+)\a b—l—)\b)

et
b Y
Tr (a d) + \Tr (a/ d’) =(a+d)+ Xd' +d).
c

Donc, Tr est linéaire.

b
b) On a ker Tr = { <a d) € My(K) | a= —d}, donc une base de ker Tr est
c

1 0 01 00
0 —1/°\0o0)'\10/]
E 0O
c) Pour tout k € K, on a Tr (O 0) = k, donc une base de ImTr est {1}.

Exercice 3 (10 points)

a) La fonction f(z) = Z n’est pas C-linéaire :

fli-i) = f(=1) = -1,
mais
if(i)=i-i=1.
Cependant, f est R-linéaire, comme pour tout A € R, z,w € C,

f(Az) =Xz = X2 = M f(2)

et
fe+w)=zFw=z+w= f(2)+ f(w).

b) Non, f(z) = |z| n’est pas R- ou C-linéaire. Par exemple,

fA=1)=0#2=f(1)+ f(=1).
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c) L’application f(z) = az + b est R- et C-linéaire si et seulement si b = 0. En effet, si f est
linéaire, on a que, pour tout A, z,w € C,
flz+ Aw) =a(z + \w) + b= az + Aaw) + b,
ce qui vaut f(2) + A f(w) = az + A(aw) + b+ b si et seulement si b = 0.
d) Non, f(z) = 2% n’est pas R- ou C-linéaire :
f1=1)=f(0)=0"=0,
mais
f)+ f(=1) =12+ (-1)*=2.
e) Non, f(z) = e® n’est pas R- ou C-linéaire :
fa-1 =1,
mais
f)+f(-)=e+el>e>1

Exercice 4 (10 points)

Notons que
—2(4; 2;,1;2) + 5(0;0; 1;2) = (=6;=3;2;4).

Une base de L est {(2;1;0;0),(0;0;1;2)} (en particulier, dim L = 2).
Notons que

5(3;5;5;3) —8(2;3;3;2) = (—1;1;1; —1).
Une base de M est

{(1;0;0;1), (0; 1 1;0) 1.
Notons que (2;1;1;2) € L et
(2;1;1;2) = 2(1;0;0; 1) + (05 1; 1, 0).
On voit facilement que 1 < dim(L N M) < 2, donc dim(L N M) = 1.
Notons que
(2;1;0;0) + (0;0;1;2) — 2(0;1;1;0) = 2(1; 0; 0; 1).
Donc,
dim(L + M) < 3.

Or, il est facile de voir que dim(L + M) > 2. Donc, dim(L + M) = 3.

Maintenant, il est trivial de vérifier que

dim(L + M) = dim L + dim M — dim(L N M).
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Exercice 5 (10 points)
a) Faux. Il faut aussi que f(1) =1. Si A= B =7Z/6Z et f(x) = 3x, alors

f(ab) = 3ab
et
f(a)f(b) =3a-3b=9ab=3ab mod 6.

De plus,
fla+b) =3(a+b) =3a+3b= f(a)+ f(b) mod 6.
Mais, f n’est pas un homomorphisme d’anneaux.

b) Vrai. Comme f(1) = 1 pour un homomorphisme d’anneaux de Z dans Z, pour n > 0, on voit

par additivité de f que

On a aussi que

et
fW)+f(=1) = f1=1) = f(0) =0.
Ainsi, pour n > 0, on a
f(=n) = f(=1)f(n) = —n.
Il n’y a donc qu'un homomorphisme de Z dans Z, c’est-a-dire l'identité.

c) Vrai. Si f: V — W est une application linéaire, et si dim V' > dim W, alors f ne peut pas étre
injective. Comme
dimker f +dimImf = dim V'

et
dimImf <dimW < dimV,

on voit que
dimker f > 0.

d) Vrai. Si K = C, il y a un infinité d’applications linéaires de la forme f(z) = az, ou a € C,

comme |C| = oc.

e) Faux. Si K =7Z/27, alors il n’y a que deux applications linéaires f: K — K.
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f) Faux. Si dimV = oo ou dim W = oo, alors dim L(V, W) = oc.

Exercice 6 (10 points)
a) Il est facile de montrer que f est linéaire.

b) On a ker f = {(x;y;2) € R® | x = 2y}, donc une base de ker f est
((2;1;0),(0;0;1)).
c) En résolvant le systéme
rT—2y=v
6y — 3x = w

on obtient que Imf = {(v;w) € R? | — 3v = w}, donc une base de Imf est

((1,-3)).

Exercice 7 (10 points)

a

b
Un isomorphisme f: C — S := { ( ) ca,be R} C M5(R) est donné par
a

tm+m=<xy>:wem

Pour voir que f est bien un isomorphisme, on note que f est clairement linéaire. On a également

f(lﬂ.m:(; g),

ce qui est 'identité de Ms(R). De plus, on a que, pour tout z,y, z,w € R,

f(x+iy)(z+iw)) = f(zz — yw + i(yz + wx))

[ xz-yw Yzt ww
- —YzZ — Wr Tz — Yw

ﬂmwwwwm:(xy)<zw)
-y T W Z

[ xz—yw TW + Yz
B —Yz —TW —Yw + T2 '

et
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Done, f(x +iy)f(z +iw) = f ((x +iy)(z + iw)). Ainsi, f est un homomorphisme d’anneaux.

Il est clair que le noyau de f est {0}. Comme dimC = dim S = 2, on déduit que f est un

isomorphisme.

Exercice 8 (10 points)
Si
f(x)=ao+ax+...+a,2" et g(x)=by+bx+...4+bya™

sont deux polynomes dans K[z|, alors on définit 'addition de f(x) et g(z) comme étant 1'ad-

dition standard de deux polynomes.

Plus précisément, supposons que n < m, alors en posant a; = 0 pour i = n+ 1,...,m (cette

liste de coefficients étant vide dans le cas n = m), on a
f(x) =ap+ a1z + ...+ a2 + ap1z™ + .+ apa™,

et on peut définir 'addition f(x) + g(x) comme

f(x) +g(z) = (ao + bo) + (a1 +bi)x + ... + (an + by)2"
+ (Apg1 + by "+ (G + )™

La multiplication de f(z) par un scalaire A € K est donnée par
A f(x) = Aag + Aarx + ... + Aaya”.

Il est facile de vérifier que cette addition et cette multiplication scalaire donnent & Klz| une

structure de K-espace vectoriel.

Il découle des définitions de I'addition et de la multiplication scalaire données dans le point
précédent que la somme de deux polynémes de degré inférieur a n est un polynéome de degré
inférieur a n, et que la multiplication par un scalaire d’un polynéme de degré inférieur a n est
un polynome de degré inférieur a n.

Une base immeédiate est

(17 I? x27 x37 x4)7

mais elle contient un polynome de degré 3. On considére donc plutot la liste

2

(1,z,2% 2° + 2*, 2%), (1)

qui ne contient pas de polynémes de degré 3.



Corrigé série 16 Euler 3éme année

Supposons qu’il existe g, A\1, Ao, A3, Ay € K tels que
Aol + Mz + Aox? + A3(2® + o) + My (2?) = 0.

Alors,
Mol + Mz 4+ Aoz? + A3z + (A3 + A\g)z* =0,

ce qui implique
)\0:0, /\1:0, /\2:0,

/\320 et )\3+)\4:O.

On en déduit facilement que \; = 0, pour tout i = 0, ..., 4. Ainsi, la liste (1) est K-linéairement
indépendante, et est donc une base de K[z|=*, comme elle génére ce sous-espace vectoriel. En

effet, pour tout ag, aq, as,as, a3 € K, on a
2 3 4 2 3 4 4
ap + a1 + agx” + azx”® + agx” = agl + ayx + agx” + az(x” + %) + (ag — az)(x”).
Il est facile de voir qu’il s’agit d’un sous-espace vectoriel avec base
(a%,27).

Non. Par exemple
(z* 4+ ) + (—2°) = =,

n’est pas de degré pair. Ainsi, la somme de deux polynomes de degré pair n’est pas nécessaire-

ment un polyndéme de degré pair.

Nommons W I’ensemble considéré, donc
W ={a’p(z) | p(z) € Klz]}.
Alors, si p(x), q(x) € K[z] (donc 2?p(x), 2%q(x) € W ) et si A € K, on a

22p(x) + 1%(x) = 2 (p(x) + q(x)) € W, et
A(a?p(z)) = 2*(Ap()) € W,

ce qui montre que I’ensemble considéré W est bien un sous-espace de K|x].

Une base possible de W est
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En effet, on voit facilement que les éléments de W sont précisément les polynomes de la forme

a12? + a0 + agzt + ag® + .. 4 a2,

avecn > letay,...,a, € K.

Note : Comme W a, de plus, la propriété
w(x) e W et f(r)e Klz] = wx)f(z)e W,
on dit qu’il s’agit d'un idéal de Panneau K|[z]. La notation standard pour W est (z?).

Exercice 9 (10 points)

a) Cela suit de l'observation que si (a;b) est un point sur une droite ¢ passant par 'origine, et si

p est lapplication de projection orthogonale sur ¢, alors p(a;b) = (a;b).

b) Pour tout x € V', on peut écrire

On note que

donc x — p(x) € kerp.
On montre que kerp N Imp = {0} comme suit : si v € kerp, alors p(v) =0 et si v € Im p, alors

v = p(w). Donc si v € kerp N Imp, il vient

On déduit que V = ker p & Imp.

c) Dans le cas de la projection orthogonale sur la droite z = y, on a que
kerp = {c(—1;1) | c € R}

et
Imp = {c(1;1) | c € R}.
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Exercice 10 (5 points)
Montrons I'affirmation par contradiction. Soient B = {vy,...,v,} une famille de n vecteurs li-
néairement indépendants de V. Suppose qu’il existe un 0 # v € V' qui n’est pas une combinaison

linéaire d’éléments de B, c’est-a-dire,
v # avr + -+ apv,
pour toute suite aq,...,a, d’éléments de K. Alors,
0 # av + ajvy + -+ a v,

pour toute suite a, af, ..., a,, d’éléments de K, pas tout nul. Ainsi, 'ensemble {v, vy, ..., v,} est une
famille de n 4+ 1 vecteurs linéairement indépendants de V', ce qui est absurde, comme dim V' = n.

Donc, {vy,...,v,} est une base de V.

Exercice 11 (5 points)
Soient « : V' — W une application linéaire et U C V un sous-espace. Montrons que a(U) est un
sous-espace vectoriel a ’aide de notre critére favori.
Comme a(0) = 0, on voit que 0 € a(U).
Si v,w € U, alors a(v),a(w),a(v + w) € a(U), comme U est fermé sous I'addition. Comme
a(v+w) = a(v) + a(w), on voit que a(v) + a(w) € a(U).
Pour A € K et v € U, on a que \v € U. Comme « est linéaire, a(Av) = Aa(v) € a(U). Donc, o(U)

est un sous-espace vectoriel de W.

Exercice 12 (5 points)

a) Soit {ey,...,e,} une base de V. Alors, il n’est pas difficile de voir que
(fi € L(V,K) : fi(e;) = d4)

est une base de V*. Donc, dim V* = n.
b) Cela suit directement de la premiére partie, en notant que dimR = dimR* = 1.

c¢) La fonction f:R?* — R donnée par

fla;y) = &'y
vérifie
flaz;ay) = af(x;y)

pour tout a € R, mais elle n’est pas linéaire.



