EPFL — Automne 2025 S. Basterrechea
Analyse I - CGC, EL, MX Exercices
Série 13 15 décembre 2025

Partie I : Séries entiéres
Rappel.

1. Une série entiére a la forme -
.Z‘) = Z a‘k(x - $0)k7
k=0

avec (ar)k>0 une suite réelle et o € R.
2. Le rayon de convergence R satisfait
e 0<R<oo <= S(x)converge si|x —xo| < R et S(x) diverge si |z — x| > R;
e R=0 <+=  S(z) diverge pour tout x € R\ {zo};
e R=00 <= S(x) converge pour tout z € R.

3. L’intervalle de convergence I C R satisfait
xel <= S(z) converge.
Il est toujours de la forme
lto — R,z + R[, [x0— R,z0+ R[, Jxo— R,xz0+ R] ou [zg— R,zo+ R].

Exercice 1.

Déterminer le rayon de convergence et I'intervalle de convergence des séries entieres données ci-dessous.

+o0 +oo 2n +o0
Inn (x —2) arctan(n)
a —=x ¢ -)t—7 d —— (z—=2)"
)= ZW_ ) S DT 0 S oy
Solution.
a) Remarquons que xo = 0. On a
lim [ | = lim n(nt1) n ||
n—00 In(n) n n—00 ln(n) n+1
n
Or,
In(z + 1 .
im 7(364_ ) BH im x—fl = lim r o
T—+00 ]n(q}) T—00 = z—oo x + 1
On conclut,
In(n+1)  n+1
. n+1 o
Lo T
n

Par le critére de d’Alembert, la série converge si |x| <1 et diverge si |z| > 1. Ainsi, le rayon de

convergence est .

Pour x =x9+1r =1, la série est

>, In(n
>

n=1




b)

Or, pour tout n > 3, In(n) > In(3) > In(e) =1 et donc 1n7(1n) > 1. Par le critére de comparaison,
v que
=1
n=1 n
diverge,
i In(n)
n=1 n
diverge.
Pour x =xy —r = —1, la série est

Z lnfln) (—1)".
n=1

Vu que pour n > 3, la suite In(n)/n décroit, et lim, o In(n)/n = 0, on a par le critére des
séries alternées, que

converge.

On déduit que U'intervalle de convergence est |1 = [—1,1[|.

Remarquons que g =0. On a

n+1 anrl
. (n+1)7+141 . on+1 n"+1
T | T 1
NS n \[ (n+ 1)+ 4+
I n+1 nm " 1 2|
= 111im X
n—oo (n+1)nH 41 (n+1)"Hl+1
I n—+1 n" 1 n 1 2]
= lim X
Y n+1 n+1 1)n+1 1
n=oo moAln (1 I %> + oL (n+1)n+l 4
I n+1 |1 1 n 1 2|
= lim — - T
1 1 1 n+1
=0,

car

n—oo

1 n
lim (n+1)"™ = 400, lim <1 + > =e.
n—00 n

Vu que 0 < 1 quelque soit x, par le critére de d’Alembert, la série converge pour tout x € R. On

déduit que l'intervalle de convergence est et le rayon de convergence est .

Remarquons que xo = 2. On a

_9)2(n+1)
(—1)%1(&+1)w . n 1 5 1
= |z —2]° = §|x

. 92
A (~1n 2 T nton £ 13 2

Or, %‘1‘ — 22 < 1 est équivalent a | — 2| < /3. Ainsi, par le critére de d’Alembert, la série
converge pour |x — 2| < \/3 et diverge pour |z —2| > /3. On a donc que le rayon de convergence

est r:\/g.

Pour x = xo+r =2+/3, la série est

[e’e] \/5271 [e'¢] 1
(D" = > ()"
n=1 n=1



qut converge par le critere des séries alternées.
Pour x = xg —r =2 — /3, la série est

s 32 & 1
Z L =3 (1) —,
— n3ntl 3n

qut converge par le critere des séries alternées.

On a donc que Uintervalle de convergence est|I = [2 — /3,2 4+ V/3]|.

d) Remarquons que xo = 2. On a

arctan(n+1) B +1
i | @D (x—=2)" . arctan(n +1) 14 n? o — 9| = /2 v—2 = -2
n=00 %Hgn) (x —2)" n—oco arctan(n) 2+ 2n + n? /2
n

Ainsi, par le critére de d’Alembert, la série converge si |x — 2| < 1 et diverge si |x — 2| > 1. Le

rayon de convergence de la série est donc .

Pourx =x9+r=24+1=3, la série est

i arctan(n
2

— 14+n

Or, pour tout n > 0,

v
0 < arctan(n) < 5 etl +n? > n?
d’otl
oo oo
arctan(n) 7 1 )
— < 7 — Ut converge.
; 1+ n? 2 7; nz 1 J

Par le critére de comparaison, la série converge.

Pourx=x9g—r=2—-1=1, la série est

. arctan(n n
Z —1) :

1+n2

La série converge soit par le critére des séries alternées, soit en utilisant le résultat établit pour
x =3 : en effet la série
[o.¢]

n=1

arctan(n)
1+n?

_ i arctan(n)

14+ n2

(=n"

I

n=1

converge, et par conséquent la série

Z arctan(n) (—1)"

2
— 1+n

converge absolument et donc converge. On a donc que l'intervalle de convergence est|I = [1, 3]
Partie II : primitives et intégrales indéfinies

Exercice 2.
A partir des primitives usuelles et des primitivess de compositions, trouver des primitives pour les
fonctions f suivantes.



2) f(@) = sin(2z + 1) O e
b) f(z) = cos (4 - 10) k) f(z) = 1 _1 5 (utiliser le point précédent)
c) f(z) = tan(x) o
d) f(z)=¢e" D flo) =1
e) f(x) = sinh(z) 1
m) f(z)=
f) f(x) = cosh(z) ) f(z) tan(f)
g) f(x) = zsin(z?) n) f(z) = 22"
— p s, .p—1 N a
h) fr) = o) 12) = @ +'2 (5 1, ap £0)
i) f(z)=(az+b)P (p#-1) p) f(z) = N
Solution.

Les primitives F sont définies d une constante C' € R prés.
a) F(z) = —3cos(2z+ 1)+ C
b) F(z) = —108111( -5 +C
¢) Fia) = ~In(|cos(z)]) + €
d) F(x) = T+ C

e) F(:J;):/e _26_ do = & +2€_ + C = cosh(z) + C

f) F(al:):/ex—i_;_m da:zew _26_I+C’:sinh(x)+0

g9) F(z) = —%cos(z?) +C

h) F(z)==2+C

; = P dx ax Pdx = L ar pHl

i) F(x) /(a:c+b)d = /( +b)Pd a(p—l—l)( +o)Pt ¢

zln(|1+xy)—1n(\1—x|)+czln< ix

a
i) Bl /1+x x__/a: )+O
1—x+1+x
) F(x)_/(ux -2 " 2) A+a)1-2) 2/<1+m —:c>dx

;ln( )—i—C

—2
) F(z) = —/ 1 _; dx = —ln(|1 —l‘2|) +C  car (1 —22) = =2z (méme idée qu'au iz))

1+
1—=x

m) F(z) = / ! dr = /C,OS(:E) dr = In(|sin(z)|) + C  car (sin(z)) = cos(z) (méme idée

tan(x) sin(x)

qu’au zx)

n) F(x /31‘26x dx = fem +C  (méme idée qu’au ix))

1
0) F(x) :/(amp—|—b) R ap/apl‘p_l((wp‘i'b)sdx: (az? + b1 + C

ap(s +1)
car (axP +0b) = apaP~! (méme idée qu'au (iz))
p) F(x) = arcsin(z) 4+ C.

Exercice 3.
Calculer les intégrales suivantes :



3r +4 sin(z) / 1 sinh(z)
—d —)
2) / 1+ 22 v b) /cos(x)?’ da © V4 — 322 v d) / e +1 du
Solution.

Dans cette série, on va calculer ces primitives en les ramenant o des primitives standards. Avec
lavancement du cours vous verrez qu’on pourrait aussi utiliser d’autres méthodes d’intégration.

a) On sépare la somme en deuz termes

3ar+4 ( 4 )d 3 dr + /
= X
1+a:2 1+:c2 1+ 2 2 1+ 1+ a2 1+

=5 ln(l + x2) + 4arctan(z) + C'.

b) On observe que la fonction d intégrer est une dérivée d’une composition, car on peut écrire

e = 1ot (2) =~ (Flala)
avec g(x) = cos(z), f(z) = % et F(x) = _2%132 — C wune primitive de F. Ainsi

/ii&dm:_Gngy—C)=m£@V+c.

¢) On remarque qu’il faut intégrer une composition avec une fonction affine, c.d-d.

1 11 12v3 §
Vi—3:2 2 — 32 23 3

Tfﬂ

Comme (arcsin(z))’ = —L_  la fonction arcsin(z) 4+ C' est une primitive de ——— et on obtient
V1—z2 V1—1x2

1 1 V3 V3

— | ———=dr = —arcsin| —z | +C.
2/ / 3 3 ( 2 >

1-— 15[72
d) En utilisant la définition de sinh(x) et une identité remarquable, on a
h(x —e 1 [1-— 2
/ sin / e’ —e (e” ) dx
e* + 1 e? +1 2 1+e

:2/(1—e_m)dx:;(:r+e_$)+0~

Exercice 4.
Soit f: R — R définie par

1 siz=0
ﬂ”_{o siz#0
A l’aide du théoréme de continuité de la dérivée, montrer par ’absurde que f n’admet pas de primitive.

Solution.

Par Uabsurde, supposons qu’il existe F': R — R telle que pour tout x € R, F'(x) = f(x). Alors, on a

lim F'(z) = lim f(z) =

x—0 z—0



Or, par le théoréme de continuité de la dérivée, vu que la limite lim, o F'(z) existe, on a que
lim,_o F'(z) = F'(0). Donc

0 = lim /() = lim F'(x) = F'(0) = /(0) = 1,

z—0
qui est absurde.
Remarque.
Plus généralement, on peut montrer que si une fonction f admet un certain z¢ tel que lim,_,, f(x)
existe, mais lim,_,,, f(z) # f(z0), alors f n’admet pas de primitive.

Néanmoins, on ne peut pas généraliser a ce résultat “si f est discontinue en un point, alors elle n’admet
pas de primitive”. En effet, on a vu dans 'exemple 6.14 que la fonction f: R — R définie par

0 siz=0

f(z) = { 2z sin <:1U) — COoS <i) siz #0

est discontinue en x = 0, mais elle admet la primitive

0 siz=0
F(z) = . (1 .
() x? sin () six#0
x
Conclusion : si f a une discontinuité en xy du type lim,_,,, f(z) existe mais est différente de f(x),
alors f n’admet pas de primitive. Par contre, si f a une discontinuité du type limg_,,, f(x) n’existe
pas, alors on ne peut rien dire. L’exemple ci-dessus est un tel cas ou la fonction admet une primitive,

tandis que la fonction de Heavyside H(x) = 1si x > 0 et H(z) = 0 si z < 0 est 'exemple d’une
fonction qui a une telle discontinuité en 0 mais qui n’admet pas de primitive.

Partie III : intégrales définies

Exercice 5.
Soit f € C%([a,b]) avec a,b € R tels que a < b.

) Si / f(z)dx =0, alors f admet un zéro en [a, b|.

Indication : utiliser le théoréme de la moyenne.

) Si / f(z)dz >0, alors f(x) > 0 pour tout x € [a, b].

b
c) Si f(x) < 0 pour tout z € [a, b, alors / f(z)dx <O.

Soit F' une primitive de f sur [a, b].
d) Si f(x) <0 pour tout z € [a,b], alors F(z) < 0 pour tout x € [a, b].

e) Pour tout x € [a,b], on a F(x / f@t)dt.
Solution.

a) VRAL
Par le théoréme de la moyenne, il existe u € |a,b| tel que 0 = f; f(z)dx = f(u)(b—a). Comme
b > a, on doit avoir f(u) = 0.

b) FAUX. ,
Prendre par exemple f(x) = x sur intervalle [—1,2]. Alors/ f(z = [%}71 =3 >0 mais

f(-1)=-1<o0.



¢) VRAL
Par le théoréme de la moyenne, il existe u € |a,b| tel que ff f(z)dx = f(u)(b—a). Comme on
a f(u) <0 et que b > a, le résultat suit.

d) FAUX.
Prendre par exemple f(x) = x sur lintervalle [—2,—1]. Ainsi f(x) < 0 sur [—2,—1] mais
F(z) = 322 > 0 pour tout z € [—2, —1].

¢) FAUX.

Considérer par exemple la fonction constante f(x) = 1 sur lintervalle [0,1]. Alors F(z) =x+1
est une primitive de f mais

/mf(t)dt:/zdt:a:—O:x;éx—i-l:F(x).
0 0

Par contre, toute primitive de f s’écrit comme F(z) = [ f(t) dt+C , avec C € R.

Exercice 6.
Vérifier les deux inégalités suivantes

7 1 2w 1
. dv < — .
100 </0 5143 T 10

5
Indication : Borner le dénominateur, intégrer le numérateur et utiliser le fait que e > 3

Solution.

1
Posons f(z) := et g(z) i =e 2 et I := fol f(z)g(z)dz. On a que f,g:[0,1] = R sont continues
x
et g(x) > 0 sur [0,1]. De plus

[lerar= L]l =1 e),

N

. Ainsi

1
L ti
a fonction 510

5 4 21
Comme e > o1 il suit que 1 —e2>1— — =

55 — 95 ce qui méne aux bornes souhaitées

71 - 1 _ 1
m<1—2(1—e 2)§I§E(1—e 2)<—.

Exercice 7 (Intégrale de Gauss).
Calculer le développement limité d’ordre 6 de la fonction f(x) = e~

valeur approchée de
1
/ e dz.
0

Remarque : Les 4 premieres décimales exactes de cette intégrale sont 0, 7468.

2 , .
" en zg = 0, et en déduire une

Solution.
Nous connaissons le développement d’ordre 8 de e¥ en y =0 :

2 3

e =14y+ T+ T +ollyl).



En posant y = —x

2 nous avons bien que xt =0 = y =0, donc
4 6

e =1-—2%+ % - % + o(|z]%).

En intégrant le polynome de Taylor, nous avons l’approrimation

1
2
/exdx
0

2
S—
>,
/N
—_
|
&
[\&]
+
o | B
|
o| 8,
N—————
=8
=8

3 10 42
_ o, 11
n 3 10 42
= 0,7428

Nous observons que les deux premiéres décimales de cette approximation sont correctes.

Partie IV : Intégration par parties

Exercice 8.
Calculer les primitives suivantes :

a)

/xz cos(z) dx b) /eax cos(bx) dx (a #0)

Solution.

a)

b)

On procéde par intégration par parties d’abord avec f'(x) = cos(z) [= f(x) = sin(x)], g(z) = 2*
[= ¢ (x) = 2z] et puis avec f'(x) = sin(z) = f(z) = —cos(x)], g(x) =z [= ¢ (x) =1]. On
obtient

/332 cos(z) dx = sin(z) 22 — 2 /Sin(x) z dx = sin(z) 2% — 2 (— cos(z) x + /COS(ZL‘) dx)

= (x2 - 2) sin(z) + 2z cos(z) + C.

Posons I, = /e‘” cos(bx)dx . Intégrons par parties avec f'(z) = €™ [= f(z) = 2e%] et
g(x) = cos(bx) [= ¢ (x) = —bsin(bx)] :

1 b
Iy = o e cos(bx) + . /eax sin(bzx) dz.

Cette derniére intégrale peut aussi étre intégrée par parties avec f(x) = e [= f(z) = ée‘w/
et g(x) =sin(bx) [= ¢'(x) = bceos(bx)/

1 b

/eax sin(bz) de = — e** sin(bx) — — / e cos(bx) dx.
a a

On remarque que l'intégrale a droite est 1,5.0On peut alors combiner les deuxr équations précé-

dentes et isoler I, . On obtient

1 b /1 2 ax
I, p = —e" cos(bx)+— < e sin(bx) — b Ia,b) & (1 + b2> Inp = - <cos(bx) + b Sin(bx))
a a\a a a a a

et donc

e(l.’l?
a? 4 b?

Iy = (a cos(bzx) + bsin(bx)) +C, ouC €R est une constante.



Exercice 9.
Pour chaque intégrale I,, suivante, calculer Iy et déterminer une formule récursive (c’est a dire I,

exprimé en fonction de I,,_1), avec n € N*.

1
a) In :/111(33)”61% b) I, :/ 2" cos(mx) dx
0

Solution.

a) D’abord,
IO:/ln(x)Od:B:/l dx =z + C.
Ensuite, pour tout n > 1, nous procédons avec une intégration par partie avec f'(xr) = 1 et
g(w) = In(a) :

In(x)"t

X

de = zln(z)" —nlp_q.

In:/1~1n(a:)”dx:mln(x)”—/x~n

b) D’abord,

1 1
Iy = / cos(rz) dz = —[sin(7z)]) = 0.
0 T

Ensuite, pour tout n > 1, nous procédons avec deux intégrations par parties :

1 2 1
I, = =[z*"sin(mz)]} ——n/ 2" Lsin(rx) dx
0 ™ Jo
—_————
=0

2 2n(2n — 1) [t

= W—Z[x% cos(mx)]f — n(;)/o 22 cos(ma) d
—2n  2n(2n-—1)

= - I




