EPFL Lénaic Chizat
Sections MX-EL-CGC 16 décembre 2023

Analyse I — Série 13

Echauffement. (Formules d’intégration)

a) Retrouver la formule du changement de variable a partir de la dérivée dérivée d'une composition
de fonctions.

b) Retrouver la formule d’intégration par parties a partir de la dérivée d’un produit de fonctions.

Sol.:

a) La formule pour la dérivée de la fonction composée go f est
(90 f) () =g (f@))f ().
En prenant l'intégrale des deux cotés on obtient
[tgo Y@ de = [ g(#())f'(@) d.

Comme g o f est une primitive de (go f)', on a

(g0 Nlw)+C = [ (@) (@) da.

Puisque la notation de l’intégrale indéfinie vue au cours désigne I’ensemble de toutes les primi-
tives d’une fonction, la constante C peut étre absorbée dans la notation de l'intégrale indéfinie
a droite, d’ou la formule voulue

g(1@) = [ ¢(f))f(w) o
b) La dérivée du produit des fonctions f et g s’écrit
(f(@)9(@)) = f(2)9(x) + F(2)g ().
En prenant l'intégrale des deux cotés on obtient
[ (f@g(@) dw = [ F@)g@)de + [ @) (@) do.

Le coté gauche vaut f(x)g(x)+ C si bien qu’on trouve la formule d’intégration par parties en
absorbant de nouveau la constante dans une des deux autres intégrales indéfinies :

£ @g(a)de = F@)g(a) — [ () (@) do

Exercice 1. (Intégration par parties)

Calculer les intégrales suivantes :



a) /x2 cos(x) dx b) () /e‘”’ cos(br) dx (a #0)

Indication : la question b) est plus difficile. En appelant I, l'intégrale en question, on cherchera a

trouver une équation satisfaite par I, en intégrant deux fois par parties (ce qui fera réapparaitre
I.p).

Sol.:

a) Par intégration par parties d’abord avec f'(z) = cos(z) [= f(z) = sin(z)], g(z) = 2* [=
g (x) = 2x] et puis avec f'(z) =sin(z) [= f(z) = — COS(ZE)/, g(z) =z [= ¢(x) = 1], il vient
/x2 cos(x) dr = sin(x) 2° — 2 /sin(x) v dr = sin(z) 2 — 2 (— cos(x) x + /Cos(x) d:r;)
= (352 - 2) sin(x) 4 2z cos(z) + C

b) Posons I, = /eax cos(bz) dx et intégrons deux fois par parties avec f'(x) = e* [= f(z) =
L e ] ainsi que g(x) = cos(bz) [= ¢'(x) = —bsin(bx)] :

1 b
I, = —ecos(br) + — / e sin(bx) dx
a

a

Cette derniére intégrale doit aussi étre intégrée par parties avec f(x) = e et g(x) = sin(bz)

[= ¢'(x) =bcos(bx)]

1
/e‘w sin(bx) dr = — e** sin(bx) — b/eaz cos(bx) dx
a

a

On remarque alors que l'intégrale a droite est I,;. Ainsi on peut combiner les deux équations
précédentes et isoler 1,;, . On obtient

1 b (1 b
Lon = e cos(o) + 2 (L evsinion) - 21 )
a a

a a
b2 ar b
& <1 + ) I, = . (cos(bx) + - sin(bx))
a

a

et donc

axr

Ia,b = a2 —I— b2

(a cos(bx) + bsin(bx)) +C, oiceR est une constante.

Exercice 2. (Intégrales récurrentes)

Trouver une formule de récurrence pour les mtegrales suivantes (n € N) :

a) In(zr) = /a:” sin(2z) dz /Log
Sol.:

1. Ona Iy=—3cos(2x)+C , et

1 1
L = —5¢ cos(2x) + 1 sin(2x) + C' (par parties avec f'(x) = sin(2z) et g(z) = x)



et sin > 2 (encore deuz fois par parties),

1 1
I, = /x sin(2z) d r 2 —ix" cos(2z) + Qn/xn_lcos(Qx) dx
(20) + 2 [Lansin(2e) — L(n 1) [ 2" 2sin(2r)d
@ —fx cos(2x —x" " sin(2z) — =(n — " " sin(2x) dx
2 2 12 2
n—1 -1
= $4 (nsin(2x) — 2z cos(2x)) — n(n4) I, o,

ou (1): f'(z) =sin(2z) et g(z) = 2" et (2): f'(z) = cos(2x) et g(x) = 2" L.
2. Posons I, = [Log(z)"dz. Alors 1y = x+C . Pourn > 1 on intégre par parties avec f'(x) =1
et g(x) = Log(x)"

1
I, = /1 - Log(x)" dz = x Log(z)" — n/xLog(:c)”’l— dx = x Log(z)" — nl,_;.
T

Exercice 3. (Changement de variable)

Trouver des primitives pour les fonctions f données ci-dessous en utilisant le changement de variable
r = p(u) indiqué :

1 . 1
a) f(I) = m ) T = Sln(u) b) f(I) = m7 T = tg(u)
c) f(x):e@il : x = Log(t) d) f(z) =2vz -1, r=t*+1

Sol.: La formule pour le changement de variable x = @(u) est [ f(z)dx = [ f(p(u)) ¢ (u)du .

| I S S SR
a) Pour = = p(u) =sin(u) on a f(o(u)) = \/1 () \/cos(u)2 cos(a) t ' (u)

cos(u). Ainsi

1 cos(u) .
= = e = A
Vi dx / cos() du /du u+C resin(z) + C',

ot on a utilisé que u = @~ (x) = Arcsin(z).

b) Pour z = @(u) = tg(u) on a f(o(u)) = 1—|—t1g(u)2 _ COS(J)(;SELUS)m(u)? = cos(u)? et
1

O (u) = cos(u)? Ainsi

—/COSU du:/du:u—l—C:Arctg(:c)—l—C’,

1+£C2 cos(u)

ou on a utilisé que u = =1 (x) = Arctg(z) .

1 r .
c) Pour x = p(t) =Log(t) ona f(e(t)) = s 11— 141 et o' (t) = T Ainsi
= Log(t) — Log(t + 1
/ex+1 /tl—l—t /t og(t) ~ Loglt + 1) +C
1 —x

ou on a utilisé que t = o (x) = ¥ .



d) Pour x=¢t)=t*+1 ona f(et)=E+1DVE2+1—-1=t{t*+1) et H(t)=2t. Ainsi

200 23
/:c\/x—1dx:/2t2(t2+1)dt:/2t4+2t2dt:?ju?_i_(j

[Slfey
Njw

2(x — 1) 2(x —1)
= C
D * 3 *
ot on a utilisé que t = o' (x) = —1.

Exercice 4. (Changement de variable)

Calculer les intégrales définies suivantes :
/2 3./ 1 w2/9
a) / sin(r)® dx b) T c) / cos(v/x) dz
0 2 ©2/16
Indication : pour a), on peut utiliser cos(x)? + sin(z)? = 1 puis le changement de variable ¢ =
¢(z) = cos(z). Pour b) on peut poser z = p(u) = u?> — 1. Pour ¢) on peut poser = p(u) = u?.

Sol.:
a) En utilisant que sin(z)? + cos(z)? = 1, on observe que

sin(z)® = (1 — cos(x)2)2 sin(z) = —f(gp(x))gp’(x)

avec t = @(z) = cos(x) et f(t) = (1 —t*)%
Comme les bornes de x sont a = 0 et f = 7, les bornes det sonta = p(a) =1 etb = ¢(B) = 0.
Ainsi

/07r/2 (1 — cos(x)2)2sin(x) dr = — /10(1 — 22t = /01(1 _ o 1Y dt

24 1. 8
= [t—=t° t5] =—.
-5t 5]

b) On pose x = p(u) = u?—1, ¢'(u) = 2u. Comme x varie entre a = 2 = (\/3) et b =3 = p(2),
les bornes de u sont a = /3 et B = 2. Ainsi

3./ 2 2 2
x;_ldx— Y du:2/ ( 1 )du
2

=2
vVau?—1 21
2 — () —
2/ s /u—i—l (u 1)du
u+1)(u—1)
2 1
:2/ du+/ du—/ du
V3 ﬁu—l vVau—+1

{2u+Log< u;i‘)];_4—2¢§+Log<?@3> .

c¢) Le changement de variable a poser est x = ¢(u) = u?, ¢'(u) = 2u. Comme x varie entre
a:%:<ﬂ(§) 6tb_——g0() Zesbornesdeusomfoz—g et 3=
w2 /9 /3 (%) /3 /3

/ cos(v/x) dx = 2 ucos(u) du = 2[u sin(u)} -2 sin(u) du

w2/16 m/4 /4 /4
/8 2 3

—Q[usin(u)—l—cos(u)} —1_\/5_7]-21/__’_%;/_ ’

/4

ol on a intégré (x) par parties avec f'(u) = cos(u), g(u) = u.

4



Exercice 5. (Intégrale définie)

Calculer I'intégrale
x1/33

/ sin(sin(2)) cos(z*) 2%% dx .
0

Sol.: La formule du changement de variable pour x = p(u) avec ¢: [a, f] — [a,b] est

b B
| f@de = [T fe) ¢ wdu avee p(a) = a, p(8) =b.

On pose alors le changement de variable v = @(u) = u'/3. Ainsi on a a = 0 = @(a) et
b=r7l/38 = ©(B) si bien que les nouvelles bornes de l'intégrale par rapport a u sont « =0 et 5 = 7.
Comme .
o\ & 1/33—1

on a . |

32 s\ _ .32/33 L 1/33-1 _ L
et l’expression a intégrer en u est

1
Sin(sin<g0(u)33)> Cos(go(u)33)<,0(u)32 o' (u) = 3 sin(sin(u)) cos(u) .

L’intégrale est alors

x1/33

/ sin(sin(z**)) cos(z**) 23 dx =
0

sin(sin(u)) cos(u) du

[en]

{ cos(sin(u ]0 car (sin(u))/ = cos(u)
(— cos(sin(m)) + cos(sm(O)))
(=

cos(0) + cos(0)) =0 .

%\H&\H&\H%\H

Exercice 6. (Intégration de développements limités)

Calculer le développement limité d’ordre 7 autour de 0 de la fonction f: R — R définie par

2

a) flz) = /OmLog(1+t2)dt b) f(z) = /0 ) gt
Sol.:

a) Par le théoréme fondamental du calcul intégral on a f'(x) = Log(1 + 2?%). On va donc trouver le
développement limité d’ordre 6 de f' autour de 0 et ensuite intégrer comme vu durant le cours.
Puisque

Log(l + 352) =% - lx“ + lxﬁ + 2% ()
2 3 ’

on obtient en intégrant
1 1 1
f(x) = ga:?’ - Ea: + 21ZL‘7 +z7e(x).
Pour lintégration du reste x™e(x), il faut utiliser le théoréme de la moyenne (cf. démonstration

VUE au Cours).



b) On commence par écrire f comme composée de deuz fonctions :

2

flz) = /x e dt = (hog)(x) avec g(x) =22 et h(u) = /u S0 gy
0 0

Pour calculer le développement limité d’ordre 7 (ou 8) de f, il suffit donc de calculer le déve-
loppement limité d’ordre 4 de h ou, par le théoreme fondamental du calcul intégral, le dévelop-
pement limité d’ordre 3 de e™®. On a

1
sin(t) =t — 6t3 +t3(t) .

Il faut substituer ce développement limité dans celui de la fonction e® autour de sin(0) = 0,
c’est-a-dire dans

1 1
es:1+8+552+683+536(3).

On obtient alors

. 1 1 1 21 1 3
e =1 4 (t — 6153 + t3s(t)) +3 (t - 6153 + t%(t)) + 5 (t — 6t3 + t%(t)) + t3e(t)

1 1 1
=1+ (t—t3> + =t + P+ et
6 2 6 ®)
1
— 1+t+§t2+t3g(t).
En intégrant on trouve le développement limité de la fonction h autour de u =0,

h(u) = / (1 +i+ 5752 + tgg(t)) dt =u+ §u2 + 6“3 + u45(u) ,
0

et donc

1 1
f(z) = h(2?) = 2° + 5374 + éxﬁ + 2% (z) .



Exercice 7. (Fonctions rationnelles)

Calculer les intégrales indéfinies suivantes :

z— 2 z3 2 —2 4z
a)/w(a:—i—l)Qd:B b)/(1+x2)2dx ) /:c3—:1:2dx d)/w‘l—ldx

Sol.: Pour intégrer des fractions polynomiales du type i), ii) et iii), la méthode des éléments simples
est particulierement adaptée.

a) La décomposition en éléments simples est

-2
v ¢ p 7 avec a=-2, (=2 ~v=3
x

r(z+1)2 +:v—|—1+(gn+1)2 ’

Ainsi

r—2 2 2 3 3
—d :/ —— dr = —-2L 2L | ———+C.
/m(z+1)2 T ( x+x+1+(x+1)2> x og || +2Log |z + 1] x+1+

b) La décomposition en éléments simples est

@ ar+pB yr490
(1+22)” 1422  (1422)?*°

avec a=1, p=0 ~v=-1, 06=0,

/:ﬁd / LT V=l (1+ ﬂ+—¥L—+C
€r = Tr = — LO x .
1+ 22) T+ (14 22)? 5 78 2(1+ 22)

c) La décomposition en éléments simples est

2

-2
B2 0 BT e aca fe2 -
-2 x 22 -1

On obtient donc

x? =2 2 2 1 2
LT = z — 9L, —Log(lz — 1)) = = + C.
/:U3—x2 dx /( +a:2 _1> dx og(|z|) — Log(|x — 1|) . +C

T T

d) La décomposition en éléments simples est

4z ! g yr+ 90
xt—1 x—1+x—|—1+x2+1’ avee “ P 7 ’ ’

dx 1 1 2x |22 — 1]
d :/( - )d —L C.
/ﬁ—la: -1 o1l 211" Og(:c2+1>+

Exercice 8. (Fonctions hyperboliques)

Soient P = (z,y) et Q = (v, —y) des points de 'hyperbole 2? —y*> =1 (z > 1) et ¢ Daire de la
région comprise entre ’hyperbole et les rayons OP et OQ) (aire grise sur la figure ci-contre). Montrer
que = = ch(t) et y = sh(¢).



y
21
=Y

14
2 X

—1
Q = (X! _y)

_2

Sol.: Soit la fonction f: [1,00) — R définie par y = f(x) = Vx> — 1. L’aire cherchée est alors
t—xy—Q/ dw—xy—?/ Vw? — 1dw .

On pose w = @(u) = ch(u). Ainsi ¢'(u) = sh(u) et u varie entre 0 et a := Arccosh(z) car p(0) =1
et p(a) = x. L’intégrale devient

2/ \/7dw:2/ Jeh(u)? — 1-sh(u du—2/ sh(u)?du=: 1T .

Pour calculer I, on intégre par parties avec f'(u) = g(u) = sh(u) :
]:2/ash( du—Q[ch( u] —2/ ch(u)? du
0
=1+sh u)2
— 2¢h(a) sh(a —2/ Ldu—1T .
0
1l suit que

I =ch(a)sh(a) —a =z vVaz? —1—ch(x) = zy — Arccosh(zx) .

=y

Ainsi t = vy — I = Arccosh(z) et donc x = ch(t), y = va? —1=sh(t).

Exercice 9. (V/F : Intégration)

Soit I C R un intervalle ouvert non-vide et borné et soit f: I — R une fonction continue.

V F
a) f admet une primitive sur I. O O
Dans la suite on restreint le domaine de f a Uintervalle [a,b] C I ot a,b € I tels que a < b.
b) Si / " F(z)dz — 0, alors f admet un zéro en [a, b]. O O
c) Si /abf(qz) dx >0, alors f(x) > 0 pour tout z € [a, b]. O O
d) Si f(z) < 0 pour tout z € [a, b], alors /abf(x) dx < 0. O O
Soit encore F' une primitive de f sur [a, b].
e) Si f(z) <0 pour tout = € [a,b], alors F'(z) < 0 pour tout = € [a, b]. O O
f) Pour tout = € [a,b], on a F(x) = /ax f(t)dt. O d

8



Sol.:

a) VRAI

b)

d)

)

f)

Soit a € I (donc a n’est pas une borne de I). On va montrer que pour tout x € I, la fonction
F définie par

F(z)= | f(t)dt

f(x) a laide de la définition de la dérivée.

T
a

est une primitive de [ en vérifiant que F'(x)

En effet, on a
Flx+h)—F(x) . 1/[ feth @
/ — _ J—
F'(z) = lim 2 — Jim / £(8) dt / £() dt
1 z+h
Noter que la derniére égalité reste vraie pour h < 0 car [TT"f(t)dt = — Jonf(t)dt. Par le

théoréme de la moyenne (f est continue sur lintervalle [x,x+h] C I sih >0 ou[z+h,z] C I
sih <0), il suit que [“T"f(t)dt = f(un)h pour un u, €|z, +h] sih >0 ouuy €|z + h,z]
st h < 0. Ainsi on a

1
/ =1 — = | —
Fi(a) = lim - hf(up) = lim f(un) = f(2)
parce que up — x quand h — 0 et que [ est continue sur I.

VRAL

Par le théoréme de la moyenne, il eviste u € |a,b[ tel que 0 = [P f(z)dx = f(u)(b — a).
Comme b > a, on doit avoir f(u) = 0.

FAUX.

912
Prendre par ezemple f(x) = x sur Uintervalle [—1,2]. Alors [?| f(x)dx = [1 —
-1

mais f(—1) = —1 < 0.
VRAL

Par le théoréme de la moyenne, il existe u € |a,b] tel que [0 f(z)dr = f(u)(b—a). Comme
on a f(u) <0 et que b > a, le résultat suit.

FAUX.

Prendre par exemple f(x) = x sur Uintervalle [—2,—1]. Ainsi f(z) < 0 sur [—2, —1] mais
F(z) = 12* > 0 pour tout x € [—2, —1].

FAUX.

Considérer par exemple la fonction constante f(x) = 1 sur Uintervalle [0,1]. Alors F(x) =
x + 1 est une primitive de f mais

/If(t)dt:/xdt:x—()::t#x—l—l:F(a:).
0 0



